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理论力学

绪 论
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机械运动：是物体在空间的位置随时间的变化。

一、理论力学的研究对象和内容

理论力学：是研究物体机械运动一般规律的学科。

理论力学的内容：

静力学：研究物体在力系作用下的平衡规律，同时也研究
力的一般性质和力系的简化方法等。

运动学：研究物体运动的几何性质，而不研究引起物体运
动的原因。

动力学：研究受力物体的运动与作用力之间的关系。
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1、理论力学是一门理论性较强的技术基础课

专 业 课

技 术 基 础 课

基 础 课

二、理论力学的任务

2、理论力学是很多专业课程的重要基础

例如：材料力学、机械原理、机械零件、结构力学、
弹性力学 、流体力学 、机械振动等一系列后续课程的重
要基础。
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观察和实验
分析、归纳和总结

力学最基本规律

抽象、推理和数学演绎
理论体系 用于实际

力学模型

刚体、质点、质点系、弹簧质点、弹性体等

三、理论力学的研究方法
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静力学主要研究：1、物体的受力分析；

2、力系的等效替换（简化）；

3、力系的平衡条件及其应用。

引 言

静力学是研究物体在力系作用下平衡规律的科学。

力 系：是指作用在物体上的一群力。

平衡力系：使物体处于平衡的力系。

平 衡：是指物体相对于惯性参考系（地面）

保持静止或作匀速直线运动的状态。
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力的单位： 国际单位制：牛顿(N) 、千牛顿(kN)

一、力的概念

1、定义：力是物体间的相互机械作用，这种作用可以改变

物体的运动状态。

2、力的效应：①运动效应(外效应——理论力学研究)

②变形效应(内效应——材料力学研究)

3、力的三要素：大小，方向，作用点

静力学基本概念

F
A力是矢量，其表示方法
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二、刚 体

刚体就是在力的作用下，大小和形状都不变的物体。

绝对刚体不存在，但研究力的外效应时可将变形体

看成刚体。研究力的内效应前也将物体看成刚体。

刚体内部任意两点间的距离始终不变。

不同
物体刚体

一些基本公理和定理只对刚体成立，对可变形的物体不成立。
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A
F1

F2

公理：是人类经过长期实践和经验而得到的结论，它被反复的

实践所验证，是无须证明而为人们所公认的结论。

§1-1  静力学公理

公理1  力的平行四边形法则

作用于物体上同一点的两个力可合成

为一个合力，此合力也作用于该点，合力

的大小和方向由这两个力为邻边所构成的

平行四边形的对角线来确定。

R 1 2F F F 

FR

即：合力为原两力的矢量和。 FR

F1

F2

力三角形 A

F2

F1

FR

A
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公理2  二力平衡条件

说明：①对刚体来说，上面的条件是充要的；

②对变形体来说，上面的条件只是必要条件。

作用于同一刚体上的两个力，使刚体保持平衡的

必要与充分条件是： 这两个力

大小相等 | F1 | = | F2 | 

方向相反 F1 =－F2 (矢量)

且在同一直线上。

对多刚体不成立

刚体

F1

F2

绳子
F2 F1

平衡

绳子
F2 F1

不平衡

F2 F1

不平衡
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③二力构件：只在两个力作用下平衡的刚体叫二力构件。

注意：二力构件是不计自重的。

在已知的任意力系上加上或减去任意一个平衡力系，

并不改变原力系对刚体的作用。

公理3  加减平衡力系原理

二力杆

F1

F2

F1

F2

二力构件
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等效 B FA

推论1：力的可传性

作用于刚体上的力可沿其作用线移到同一刚体内的任一

点，而不改变该力对刚体的作用效应。

因此，对刚体来说，力作用三要素为：大小，方向，作用线

刚体受三力作用而平衡，若其中两力作

用线汇交于一点，则另一力的作用线必汇交

于同一点，且三力的作用线共面。(特殊情况

下，力在无穷远处汇交——平行且共面。)   

推论2：三力平衡汇交定理

FA B

F2
F1

A B

C
O

F3

等效 FA B FF F F
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公理4  作用和反作用定律（牛顿第三定律）

两物体相互间的作用力总是同时存在，且等值、反向、

共线，分别作用在两个物体上。

[证]     ∵F1，F2，F3 为平衡力系，

∴ F12 ，F3也为平衡力系。

又∵ 二力平衡必等值、反向、共线，

∴ 三力F1，F2，F3 必汇交，且共面。

F12F1

A B

C
O

F3

F2
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公理5  刚化原理

变形体在某一力系作用下处于平衡，若将此变形体变成

刚体（刚化为刚体），则平衡状态保持不变。

公理5告诉我们：处于平衡

状态的变形体，可用刚体静

力学的平衡理论。

绳子
F2 F1

平衡

刚体
F2 F1

平衡
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约束力：约束给被约束物体的力叫约束力。（也称约束反力）

一、概 念

自由体：位移不受限制的物体叫自由体。

非自由体：位移受限制的物体叫非自由体。

约 束：由约束体构成，对非自由体的某些位移起限制作用

的条件。工程中的约束总是以接触的方式构成的。

§1-2 约束和约束力

工程中的绝大多数物体为非自由体。其位移受到周围物

体的限制。我们称起限制作用的周围物体为约束体。
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约束力的特点：

F

P

F

P

FN1

解除约束，按约束

性质代之以约束力。

FN1

FN2

FN2

对单个对象，为了简化

约
束
力

大小——待定

方向——与该约束所能阻碍的位移方向相反

作用点——接触处
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约束力作用在接触点处，方向沿接触面的公法线并指

向受力物体，也称为法向约束力，通常用FN表示。

1、光滑接触面的约束：光滑约束 (光滑指摩擦不计)

二、约束类型和确定约束力方向的方法

F

P

FN A

B

PFN1

FN2

FNB
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节圆

压力角
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2、由柔软的绳索、链条或皮带构成的约束：柔性约束
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不能称为二力构件

P P

FT

FT2

FT1

柔性体只能受拉，所以它们的约束力是作用在接触点，

方向沿柔性体轴线而背离物体。通常用FT表示。
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3、光滑铰链约束（向心轴承、圆柱铰链、固定铰链支座等）

（1）向心轴承（径向轴承）

约束特点：

轴在轴承孔内，轴为非自由体、 轴承孔为约束．

约束力：当不计摩擦时，轴与孔在接触处为光滑接

触约束——法向约束力，约束力作用在接触处，沿径向

指向轴心。

轴承

轴

接触点

F

Fx

Fy
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（2）光滑圆柱铰链

约束特点：由两个各穿孔的构件及圆柱销钉组成。
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FAy

销钉
A

FA

销钉

A

铰链放大 FA
FAxA

其它主动力未画出

A

光滑圆柱铰链约束力： 亦为孔与轴的配合问题，与轴承一

样，可用两个正交分力表示。

约束力指向未定
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铰链约束力可用两个正交分力表示。

其中有作用反作用关系

CCx Cx y CyF F F F     ，

一般不必单独分析销钉受力，当要

分析时，必须把销钉单独取出。
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（3）固定铰链支座（其中一个构件固定在地面）

AFAx

FAy

A

A

A

简化图
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4、其它类型约束

（1）滚动支座(活动铰支座、辊轴支座)

约束特点：在上述固定铰支座与光滑固定平面之间装有光
滑辊轴而成。

约束力：构件受到垂直于光滑面的约束力。
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（滚动）活动铰支座（辊轴支座）

F的实际方向也可
以向下A

A

简化图

A

FA

A
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滑槽与销钉

（双面约束）

注意其它构件和销钉连接有不同的约束形式

属于双面光滑约束

二力构件做为一种

约束，其约束力沿

两点连线方向。
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O

B

A

C
P

二力杆

O

B

A

C
P

二力构件

O

B

A

C
P

二力构件

O

B
C

P

FOx

FOy
FB

二力杆的约束力

固定铰的约束力
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(2) 球铰链

约束特点：通过球与球壳将构件连接，构件可以绕球心任
意转动，但构件与球心不能有任何移动。

约束力：当忽略摩擦时，球与球座亦是光滑约束问题。约
束力通过接触点，并指向球心，是一个不能预先确定的空
间力，可用三个正交分力表示。

A

FAx

FAy

FAz
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（3）止推轴承（圆锥轴承）

约束特点：止推轴承比径向轴承多一个轴向的位移限制。

约束力：比径向轴承多一个轴向的约束力，亦有三个正

交分力FAx， FAy ，FAz 。

A

FAx

FAy

FAz
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解决力学问题时，首先要选定需要进行研究的物

体，即选择研究对象，然后根据已知条件，约束类型

并结合基本概念和公理分析它的受力情况，这个过程

称为物体的受力分析。

§1-3 物体的受力分析和受力图

一、受力分析

作用在物体上的力有两类：

一类是主动力，如重力，风力，气体压力等。

主动力通常称为载荷。

二类是被动力，即约束力。
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载荷的分类

载
荷

集中载荷：载荷的作用范围很小，可忽略不计。

分布载荷：载荷作用在整个物体或某一部分上。

分
布
载
荷

体载荷：载荷作用在整个体积上。

面载荷：载荷作用在整个面积上。

线载荷：载荷作用在整个长度上。

载荷集度
分

布

物体单位体积、单位面积、单位长度上所承受的载荷。

R R Rd d d

d d d
V A L

F F F
q q q    

V S L
  ， ，

q
q1F

M

均布载荷 集中载荷

力偶

三角形载荷
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画物体受力图主要步骤为：①选研究对象；②取分离体；

③画上主动力；④画出约束力。

二、受力图

[例]

P

A

B

O

C

D

P

FND

FNC

O

C

D

FNC
′

FT

FAy

FAxA

C

B
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F1

F2

D

B

A

F'B

FAy

FAx

FCy

FCxFB

O

FC

C B

F2

FB
C B

F1

F2
D

B

A

C

[例]如图所示结构，画AD、BC的受力图。

C处固定铰的约束力通

过三力平衡汇交定理确
定其方位后，用一个力
表示。也可用互相垂直
的两个分力表示。一般
用后者表示较好。
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[例]  画出下列各构件的受力图

P

A
B

D

E E

FEy

FEx

P

FT

E
FEy

FEx
′

′

FB

A

FAy

FAx

B

FT
FB

FAy

FAx
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F

FAx

FAy

F'ED

FCx

FCy

F'DE

FB

F'Cx

F'Cy

B

C DC

A

E
D

E

FED

FDE

C为单铰受载荷作

用，载荷随销钉作用在

与之联系的任意一个构

件上。但二力构件除外！

C

A

E

FAx

FAy

F'ED

FC1x

FC1y

B

C D

F

F'C1x

F'C1y

F'DE

FB

注意铰链C约束

力的含义不同！

F

A

C B

D

E

[例]画出如图所示结构的受力图
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[例]  画出下列各构件的受力图

C为复铰链

A B

D E
P

CO

P

FT

O

FT

FT
FOy

FOx

FT

FTFCy

FCx C

B

E

C

FT

FCx

FCy

C为单铰受载荷作用

A

D



理论力学 中南大学土木建筑学院 57

A

C

D

FT

FCx

FCy

FA

C为单铰受载荷作用

B

E

C

FT

FCx

FCy

A

D FD

FC1x

FC1y

FC1y

FC1x

FE

C

E

B

FBy

FBx

FCx

FCy

FC1x

FC1y

C

FC2x

FC2y
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F1

F2 F3

A

B

C

D

E G

[例]  画出下列各构件的受力图

F1

A

B

C

D

FAx

FAy

FBx

FBy

FB

E

F2 F3

G

BFBx

FBy

FE

FE

FD

FCx

FCy

FCy

FAx

FAy

FD

FCx

FC
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[例]  画出下列各构件的受力图

P1

P2

F

A B

C

D

E

G
H

K

P1

G HC

D
FDC

FCD

F

K

G

P2

A B

C K E

FHx

FHyFGy

FGx

E

D

HFHx

FHy

FGx

FGy

FT

FT

FCD

FDC

FK

FK

FAy

FAx

FEx

FEy

FEx

FEy

FB
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三、画受力图应注意的问题

除重力、电磁力外，物体之间只有通过接触

才有相互机械作用力，要分清研究对象（受

力体）都与周围哪些物体（施力体）相接触，

接触处必有力，力的方向由约束类型而定。

2、不要多画力

要注意力是物体之间的相互机械作用。因此对

于受力体所受的每一个力，都应能明确地指出

它是哪一个施力体施加的。

1、不要漏画力
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约束力的方向必须严格地按照约束的类型来画，不能

单凭直观或根据主动力的方向来简单推想。在分析两

物体之间的作用力与反作用力时，要注意，作用力的

方向一旦确定，反作用力的方向一定要与之相反，不

要把箭头方向画错。

3、不要画错力的方向

4、受力图上一般不能再画约束。

即受力图是针对研究对象画的，一般在图上不再

画出原约束，但整体受力图例外。



理论力学 中南大学土木建筑学院 62

一个力，属于外力还是内力，因研究对象的不同，有

可能不同。当物体系统拆开来分析时，原系统的部分

内力，就成为新研究对象的外力。

对于某一处的约束力的方向一旦设定，在整体、局部

或单个物体的受力图上要与之保持一致。

5、受力图上只画外力，不画内力。

6、同一系统各研究对象的受力图必须整体与局部一致，相

互协调，不能相互矛盾。

7、正确判断二力构件。
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①汇交力系

②平行力系(力偶系是其中的特殊情况 ) 

③一般力系(任意力系)

力系按作用线分布分为：平面力系、空间力系

平面力系：作用线分布在同一平面内的力系。

空间力系：作用线分布在不同平面内的力系。

力系按作用线汇交情况分为
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一、平面汇交力系合成的几何法

2 2

R 1 2 1 22 cosF F F F F   

1 R

sin sin(180 )

F F

 




1、两个共点力的合成

合力方向由正弦定理：

由余弦定理：

由力的平行四边形法则作图（左），也可用力的三角形来作图（右）。

§2-1  平面汇交力系

A
F1

F2 FR




FR

A
F1

F2

力三角形


1800-
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F3

F2F1

F4

A
F1

F2

F3

F4

FR

a

b

c d

e

a b

c

d

e

F1

F2
F4

F3

FR

各力矢与合力矢构成的多边形称为力多边形。

用力多边形求合力的作图规则称为力的多边形法则。

力多边形中表示合力矢量的边称为力多边形的封闭边。

2、任意个共点力的合成 力多边形:各分力矢首尾相连，
组成一个不封闭的力多边形。
封闭边表示合力的大小和方向。
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3、平面汇交力系平衡的几何法

平面汇交力系平衡的必要和充分条件是：
该力系的合力等于零。

上述方程的几何表达为：该力系的力多边形自行封闭。

用几何方法求平面汇交力系平衡时，要做出自行封
闭的力多边形，一般只适合三个力的平衡问题。

结论：平面汇交力系可简化为一合力，其合力的大小与方向等
于各分力的矢量和(几何和)，合力的作用线通过汇交点。 用
矢量式表示为：

R 1 2 n iF F F F F    

R 1 2 0n iF F F F F    
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[例]图示是汽车制动机构的一部分。司

机踩到制动蹬上的力F=212 N，方向与

水平面成 =450角。当平衡时，DA铅

直，BC水平，试求拉杆BC所受的力。

已知EA=24cm， DE=6cm点E在铅直

线DA上 ，又B ，C ，D都是光滑铰链，

机构的自重不计。

F



24cm

6cm

A

CB

D

O
E

解：取制动蹬ABD作为研究对象，并画出受力图。

A

B

D

O


F

FB

FD

E

FD

FB

F
 

作出相应的力多边形。

 24 cmOE EA 

6
tan

24

DE

OE
  

01
arctan 14

4
  

 sin 180
 750N

sin   
BF F

 



  
 

由力三角形图可得
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2 2( )
tan 0.577

r r h

r h


 
 


又由几何关系：

①选碾子为研究对象

②取分离体画受力图

解：

∵当碾子刚离地面时FA=0,拉力F最大,这时

拉力F和自重P及约束力FB构成一平衡力系。

由平衡的几何条件，力多边形封闭，故

tanF P  
cos

B

P
F




F=11.5kN， FB=23.1kN所以

[例]已知压路机碾子重P=20kN，r =60cm，欲拉过h=8cm的障碍

物。求在中心作用的水平力F的大小和碾子对障碍物的压力。

F O

P

A

B

h

r 

FA

FB

P

F

FB


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由作用力和反作用力的关系，碾子对障碍物的压力等于23.1kN。

几何法解题步骤：①选研究对象；②作出受力图；

③作力多边形；

④用几何方法求出未知数。

几何法解题不足： ①一般只适合三个力时的平衡；做出的

封闭多边形为三角形，可用三角形的

正弦和余弦定理求解；

②不能表达各个量之间的函数关系。

下面我们研究力系合成与平衡的另一种方法：解析法。
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二、平面汇交力系合成的解析法

反之，已知投影可求
力的大小和方向

1、力的投影

已知力可求投影

Fx=F·cosq

Fy=F·cosbF·sinq

Fy

投影：Fx

F

分力：Fx

Fy

x

y

O

q
A

b

22

yx FFF 力的大小

cos cos
yx

FF

F F
q b     ，方向余弦
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2、合力投影定理

合力投影定理：合力在任一轴上的投影，等于各分力在同一

轴上投影的代数和。

若以 表示力沿直角坐标轴的正交分量，则：
x yF F    ，

x yF F i F j 所以：

Rx ixF F  Ry iyF F 

合力的大小：

方向：

作用点：

RR
R R

R

cos( ) cos( )
yx

R

FF
F i F j

F F
 ， ， ， 

为该力系的汇交点

2 2

R ( ) ( )ix iyF F F  

x x y yF F i F F j ，而各分力
x yF F F 力的分解
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解：用解析法

R 1 2 3 4cos30 cos60 cos 45 cos 45 129.3Nx ix
F F F F F F     

R 1 2 3 4sin 30 sin 60 sin 45 sin 45 112.3Ny iy
F F F F F F     

2 2

R R R 171.3Nx yF F F  

R

R

cos 0.7548xF
θ

F
 

R

R

cos 0.6556
yF

β
F

 

40.99 49.01θ β ，

[例]已知：图示平面共点力系；求：此力系的合力。

y

F1

F2

F3

F4

x300

450450

600

FR
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3、平面汇交力系的平衡方程

平面汇交力系平衡的必要和充分条件是：
各力在两个坐标轴上投影的代数和分别等于零。

2 2

R ( ) ( ) 0ix iyF F F   

平面汇交力系平衡的必要和充分条件是：
该力系的合力等于零。

0 0ix iyF F       ，必有
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[例]已知：F=3kN，l=1500mm，h=200mm，忽略自重；

求：平衡时，压块C对工件与地面的压力，AB杆受力。

解：AB、BC杆为二力杆，取销钉B为对象。

0xF  0coscos  θFθF
BCBA

得
BCBA

FF 

解得 11.35kN
2sin

BA BC

F
F F

q
  

0sinsin  FθFθF
BCBA0yF 
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选压块C为对象

0xF  0cos 
CxCB

FθF

kN25.11
2

cot
2


h

Fl
θ

F
F

Cx

解得

0yF  0sin  CyCB FF q

解得 1.5kNCyF 
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[例]如图所示，重物G=20kN，用钢丝绳挂在支架的滑轮B

上，钢丝绳的另一端绕在铰车D上。杆AB与BC铰接，并以

铰链A，C与墙连接。如两杆与滑轮的自重不计并忽略摩擦

和滑轮的大小，试求平衡时杆AB和BC所受的力。 A

B
D

30

60

C

G

解：取滑轮B为研究对象，

忽略滑轮的大小，画受力图。

x

y

B

30

60

FBA

F2

F1

FBC

列平衡方程

1 2

1 2

0 cos   60 cos   30 0

0 cos   30 cos   60 0

x BA

y BC

F F F F

F F F F

    

   





，

，

解方程得杆AB和BC所受的力:

0.366 7.321 kN

1.366 27.32 kN

BA

BC

F G

F G

   

 

当由平衡方程求得

某一未知力的值为

负时，表示原先假

定的该力指向和实

际指向相反。
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§2-2 平面力对点之矩·平面力偶

一、力对点之矩（力矩）

MO(F)

O h

r

F

A

B

力F与点O位于同一平面内，
称为力矩作用面。点O称为矩心，
点O到力作用线的垂直距离h 称
为力臂。

力对点之矩是一个代数量，它的

绝对值等于力的大小与力臂的乘积，

它的正负可按下法确定：力使物体绕

矩心逆时针转动时为正，反之为负。

移动效应____ 取决于力的大小、方向

转动效应____ 取决于力矩的大小、转向
力对物体可以产生
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① 是代数量。( )OM F

当F=0或h=0时， =0。( )OM F

② 是影响转动的独立因素。( )OM F

④ =2△AOB=F·h，2倍△形面积。( )OM F

③单位N·m或kN·m 。

( )OM F F h  

力对点之矩

+ －

MO(F)

O h

r

F

A

B
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二、合力矩定理与力矩的解析表达式

合力对某点之矩，等于所有各分力对同一点之矩的代数和。

R

1

( ) ( ) ( )
n

O O i O i

i

M F M F M F


  

F

Fx

Fy

x

y

O

q

x
y A

( ) sin cosO

y x

M F xF yF

xF yF

q q 

 

力矩的解析表达式

R( ) ( )O i iy i ixM F x F y F 

合力对坐标原点之矩

按力系等效概念，上式必然成立，且适用于任何有合力存在的力系。
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r

h




O

[例]已知Fn=1400N,齿轮的节圆（啮合圆）的半径 r =60mm，
压力角 =200，求力Fn对O点的矩。

n n n( ) cos 78.93 N mOM F h F r     F按力矩的定义得

根据合力矩定理，将力Fn分

解为圆周力Ft 和径向力Fr ,

r
O



Fn
Fr

Ft

n r t

t n

( ) ( ) ( )

( ) cos

O O O

O

M M M

M F r

 

                

F F F

F
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三、平面力偶及其性质

由两个大小相等、方向相反且不共线的平行力组成

的力系，称为力偶，记为(F, Fʹ)。力偶的两力之间的垂

直距离d 称为力偶臂，力偶所在的平面称为力偶作用面。
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大小：FR=F1+F2

方向：平行于 F1、F2且指向一致

作用点：C处

确定C点，由合力距定理

R 1( ) ( )B BM F M F

R 1 2F F F 

R 1F CB F AB   

AB AC CB      代入
2

1

AC F

CB F


性质1：力偶没有合力，本身又不平衡，是一个基本力学量。

①两个同向平行力的合力

F2

F1

A BF F

FR1

FR2

FR

C
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力偶无合力 FR=F'－F=0

1
'


F

F

CA

CB
 CACB 

1

2

FCB

CA F


②两个反向平行力的合力 大小：FR=F1－F2

方向：平行两力且与较大的相同

作用点：C处

F2

F1

A
B

FR

C

F

F

A
B

C

′

若CB=CA=CB+d 成立，且d≠0，必有CB→∞

即合力作用点在无穷远处，不存在合力。
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( ) ( ) ( )O OM M F x d F x

Fd

      

                                   

F F

说明：① M是代数量，有+、－；

②F、 d 都不独立，只有力偶矩 M=±Fd 是独立量；

③M的值M=±2△ABC ；

④单位：N• m

由于O点是任取的

M F d    —+

性质2：力偶对其所在平面内任一点的矩恒等于力偶矩，而

与矩心的位置无关，因此力偶对刚体的效应用力偶矩度量。

A

B
O

F

d

C
x

′

F



理论力学 中南大学土木建筑学院 29

性质3：平面力偶等效定理

作用在同一平面内的两个力偶，只要它的力偶矩的大小相等，

转向相同，则该两个力偶彼此等效。

= = =

由上述证明可得下列两个推论：

①力偶可以在其作用面内任意移动，而不影响它对刚体的

作用效应。

②只要保持力偶矩大小和转向不变，可以任意改变力偶中

力的大小和相应力偶臂的长短，而不改变它对刚体的作

用效应。
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= =

= =
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同平面内力偶等效定理证明
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力偶的臂和力的大小都不是力偶的特征量，只有

力偶矩才是力偶作用的唯一量度。今后常用如图所示

的符号表示力偶。M为力偶的矩。

d

F

F′

= M = M
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1 1 1 3M Fd F d 
2 2 2 4M F d F d   

M1(F1，Fʹ1)， M2(F2，F'2)3 4 3 4F F F F F F     

3 4 3 4 1 2( )M Fd F F d F d F d M M      

在同平面内的任意个力偶可以合成为一个合力偶，合力偶

矩等于各个力偶矩的代数和。

四、平面力偶系的合成和平衡

F2
′

F2

d2

F1

F1′
d1

F

3

′

F

3

F

4

F

4

′

d

F′

F

d



理论力学 中南大学土木建筑学院 35

平面力偶系平衡的充要条件是:

所有各力偶矩的代数和等于零。(力偶只能和力偶平衡)

1 2

1

n

n i i

i

M M M M M M


      即:

0iM 即

A B

D

M

45

l

A B

M

FB

FA
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mN60)15(4    

4321



 mmmmM

1 2 3 40.2 0BF m m m m     

60
300N

0.2
BF   300 NA BF F  

解:  各力偶的合力偶矩为

根据平面力偶系平衡方程有:

由力偶只能与力偶平衡的性质，

力FA与力FB组成一力偶。

[例]  在一钻床上水平放置工件,在工件上同时钻四个等直

径的孔,每个钻头的力偶矩为

求工件的总切削力偶矩和A 、B端水平约束力?          

mN154321  mmmm
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[例]图示结构，已知M=800N.m，求A、C两点的约束力。

0 0i ACM M M        3137 NCF 

2 2
12 24 18 2 (N cm) 0.255 (N m)

2 2
AC C C C C CM F d F F F F         

解：注意到CB为二力构件，画受力图
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解：1、 AD为二力杆。

2、研究对象： 整体

A C

M
F F

l
 

[例]图示杆系，已知M，l，求A、B处约束力。

A

C

BD

l l

l

M

FA

FC

M作用在AD杆上又如何？

A

C

BD

l l

l
M

BC为二力杆

FA

FC

0

2

sin 45
A C

M M
F F

l l
  
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B

60o 60oA

C

D

M1
M2

[例]不计自重的杆AB与DC在C处为光滑接触,它们分别受力偶

矩为M1与M2的力偶作用，转向如图。问M1与M2的比值为多

大，结构才能平衡?

解:取杆AB为研究对象画受力图。

B

A

C
M1

FA

FC

杆AB只受力偶的作用而平衡且C处为
光滑面约束，则A处约束力的方位可定。

FA = FC = F,     AC = a

 Mi = 0 Fa- M1 = 0

M1 = Fa            (1)
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 Mi = 0 -0.5aF + M2 = 0

M2 = 0.5 Fa            (2)

联立(1)(2)两式得:M1/M2=2

FD = FC= F

取杆CD为研究对象。因C点约束力方位已定 , 则D点约束力

方位亦可确定，画受力图。

FD

FC
B

60o 60oA

C

D

M2
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作用在刚体上的力可以平行移到同一刚体内任意一

点，但必须同时附加一个力偶。附加力偶的力偶矩

等于原来的力对新作用点的矩。

[证]   力F 力系   （ ， ）F F F力 力偶, , F F F

一、力线平移定理

力线
平移
定理

§2-3 平面任意力系的简化

A

B
M

A

B
F′ F′

F″

F

A

B

F ＝ ＝
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说明：

①力线平移定理揭示了力与力偶的关系：力→力+力偶 ；

（例如一个力功丝时容易功坏螺纹或折断丝锥）

②力线平移的条件是附加一个力偶M，且M=F·d ；

③一个力和一个力偶也可合成为一个力，即力线平移定理的

反定理同样成立：力 +力偶→力；

④力线平移定理是力系简化的理论基础。
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O x

y

i

j

O x

y

F1

F2

Fn

F1
′ F2

′

Fn
′

M2
M1

MO

FR
′

1 1

2 2

n n



 

 

F F

F F

F F

1 1

2 2

( )

( )

( )

O

O

n O n

M M

M M

M M







F

F

F

二、平面任意力系向一点的简化

O 任选O点为
简化中心
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平面汇交力系的合力FR′，不是原来任意力系的合力。

平面力偶系的合力偶MO 也不是原来任意力系的合力偶。

平面任意力系 平面汇交力系+平面力偶系向一点简化

其中平面汇交力系的合力为

平面力偶系的合力偶为

1 2

1 2( ) ( ) ( ) ( )

O n

O O O n O i

M M M M

M F M F M F M F

   

     

R 1 2 1 2n n iF = F +F + +F = F +F + +F = F     
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原力系各力的矢量和，称为原力系的主矢。(不是原力系的合力)

原力系各力对简化中心的矩，称为原力系对简化中心的主矩。

主矢与简化中心位置无关

(因主矢等于各力的矢量和)

RF 

2 2 2 2

R R R ( ) ( )x y ix iyF F F F F      

R R

R R

cos( ) cos( )
iyix

FF
F i F j

F F

  
 

， ， ， 
移动

效应

主
矢

大小：

方向：

1 2 3

1 2

 

       ( ) ( ) ( )

O

O O O i

M M M M

M F M F M F

   

    

主矩

主矢
R 1 2 1 2n n iF = F +F + +F = F F + +F = F      
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( )O O iM M F 大小：

主矩MO 转向： 转向规定 +          —

主矩一般与简化中心有关

（因主矩等于各力对简化中心之矩的代数和）

转动

效应

雨搭

固定端（插入端）约束

车刀
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A

A A

一物体的一端完全固定在另一物体上所构成的约束

称为固定端约束。（与固定铰不同）

A

MA

FAy

FAx

FA

MA

FAx、 FAy、 MA为固定端的约束力;

FAx 、 FAy限制物体移动, MA限制物体转动。
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平面任意力系向作用面内一点简化得一力和一力偶，该

力等于原力系的主矢，力偶矩等原力系对简化中心的主矩。

下面针对主矢、主矩的不同情况分别加以讨论。

1、若 ，则力系合成为合力偶，合力偶矩等于原

力系对简化中心的主矩MO，此时主矩与简化中心的位置无关。

R 0, 0OF M  

三、平面任意力系简化结果分析

2、若 ，则力系合成为一个合力，主矢 等于

原力系的合力矢 ，合力 通过简化中心O点。（合力与简

化中心位置有关，换个简化中心，主矩不为零）

R 0, 0OF M   RF 

RF RF
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3、若 ，则力系仍合成为一个合力，合力等于原

力系的主矢。作用点不在简化中心。

R 0, 0OF M  

o o

R
F

OM

o o

R
F RF

R
F

d

o o

RF

d
= =

R

OM
d

F


R R( ) ( )O O O iM F F d M M F    合力矩定理

4、若 , 则该力系平衡，下节专门讨论。
R 0, 0OF M  
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Rd ( )dF q x x 

R

0

0

( )d

( )d

O

l

l

M
d

F

xq x x

q x x







 d

x

A
O

q(x)

l

x
dx

MO

R
0

( )d
l

F q x x  主矢：

取O点为简化中心，将力系向O点简化。

0
( )d

l

OM xq x x 主矩：

力系可进一步简化为一合力，其作用线距O点的距离为：

四、平行分布载荷的简化

RdF RF  FR
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结论：

①合力的大小等于线荷载所组成几何

图形的面积。

②合力的方向与线荷载的方向相同。

③合力的作用线通过荷载图的形心。

1、均布荷载 F ql
l/2 l/2

q
F

2、三角形荷载
1

2
F ql F

2
3

l
3

l

q
3、梯形荷载

l

q
2

q
1

可以看作一个三角形荷载和一
个均布荷载的叠加

平行分布载荷简化的特例
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F1

F2

F3

F4

O

A B

C x

y

2
m

3m

30°

60°

[例]在长方形平板的O，A，B，C点上分别作用着有四个
力：F1=1kN，F2=2kN，F3=F4=3kN（如图），试求以上
四个力构成的力系对O点的简化结果，以及该力系的最后
合成结果。

解：求向O点简化结果

建立如图坐标系Oxy。1.求主矢 ，RF 

2 3 4cos60 cos30F F F    

Rx xF F  

0.598 kN

Ry yF = F 

1 2 4sin60 sin30F F F   

0.768  kN

所以，主矢的大小 2 2

R R R 0.794  kNx yF F F    
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2. 求主矩MO

最后合成结果

由于主矢和主矩都不为零，所以最后合

成结果是一个合力FR。如右图所示。

主矢的方向：   R
R

R

cos 0.614xF
 , = =

F





F i  R 52.1   ,F  i

  R

R

R

cos 0.789
yF

 , = =
F





F j  R 37.9   ,F  j

 O OM M  F

2 3 42 cos60 2 3 sin30 0.5 kN mF F F     

合力FR到O点的距离R RF F
R

0.51 mOM
d

F
 



C

y

x
O

A B

MO
R
F

F

R



理论力学 中南大学土木建筑学院 60

[例]重力坝受力如图所示。

设G1=450kN，G2=200kN，

F1=300 kN，F2=70 kN。

求力系的合力FR的大小

和方向余弦,合力与基线

OA的交点到O点的距离x，

以及合力作用线方程。

9m

3m

1.5m

3.9m

5.7m

3m

x

y

AB

C

O

q

90

F1 G1

G2

F2

解： 1、 求力系的合力FR的大小和方向余弦。

将力系向O点简化，

主矢的投影

arctan 16.7
AB

ACB
CB

q     

R 1 2

R 1 2 2

cos 232.9 kN

sin 670.1 kN

x x

y y

F F F F

F F G G F

q

q

    

       




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AO

C

xRF 

RF yRF 

MO

所以力系合力FR的大小

2 2

R R ( ) ( ) 709.4kNx yF F F F     

则有  

 

R

R

70.84

180 19.16

  

  

F ,i

F , j

方向
余弦

 

 

R

R

R

R

cos , 0.328

cos , 0.945

x

y

F

F

F

F

  


   






F i

F j

 

1 1 23 m 1.5 m 3.9 m 2 355  kN m

O OM M

F G G



         

 F

            

力系对O点的主矩为
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2、求合力与基线OA的交点到O点的距离 x。

A
O

C

84.70

FR

70.84

FRy

FRx

x

A
O

C

MO

xRF 

RF yRF 

o
70.84

由合力矩定理得

其中
R R R( ) ( ) ( )O O O x O yM M M M  F F F

R( ) 0O xM F

解得
R

3.514mO

y

M
x

F
 

故 R R( )O O y yM M F x  F
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设合力作用线上任一点的坐标为（x，y)，

将合力作用于此点，则

3、求合力作用线方程。

A

O

C

70.84

FRFRy

FRx

x

x

y

 R R RO O y x x yM M xF yF x F y F     F

可得合力作用线方程

   2355kN m 670.1 kN 232.9 kNx y       

即

670.1 kN 232.9 kN 2 355 kN m 0x y         
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一、平面任意力系的平衡条件

§2-4  平面任意力系的平衡条件及方程

平面任意力系平衡的必要和充分条件为：

力系的主矢 和对任一点的主矩 MO都等于零，

即：

RF 

2 2

R ( ) ( )

( )

x y

O O i

F F F

M M

    

  F
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上式只有三个独立方程，只能求出三个未知数。

二、平面任意力系的平衡方程

0

0

( ) 0

ix

iy

O i

F

F

M

 


 
  F

①基本式

0

( ) 0

( ) 0

F

F

x

A

B

F

M

M

 


 
 

②二矩式

条件：x 轴不
垂直 AB 连线

( ) 0

( ) 0

( ) 0

A

B

C

M

M

M

 


 
 

F

F

F

③三矩式

条件：A，B，C 

三点不共线
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[例]求图示刚架的约束力。

A

F
a

b q

解：以刚架为研究对象，受力如图。

0: 0x AxF F qb   

0: 0y AyF F F   

( ) 0 :AM F

21
0

2
AM Fa qb  

解之得：
AxF qb

AyF F

21
2AM Fa qb 

A

F

q

FAy

FAx

MA
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解：以梁为研究对象，受力如图。

0: cos 0x AxF F F q   

0: sin 0y Ay BF F F F q    

( ) 0 : sin ( ) 0A BM F a F a b Mq      F

解之得： cosAxF F q 

sin ( )
B

M F a b
F

a

q 


sin
Ay

M Fb
F

a

q
 

[例]求图示梁的支座约束力。

A
B

C

F

a b

q
M

A B
C

F

q
M

FBFAy

FAx
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[例] 外伸梁的尺寸及载荷如图所示，F1=2 kN，F2=1.5 kN，M =1.2 kN·m，

l1=1.5 m，l2=2.5 m，试求铰支座A及支座B的约束力。

F1

A
B

l2 l1

ll

60

F2

M

FAx

A B x

y

FAy

F1

FB

F2

60
M

解：1、取梁为研究对象，受力分析如图

3、解方程

2、列平衡方程

( ) 0AM F 

2 1 1 2 1 2( )sin 60 0BF l M Fl F l l      

0xF  2 cos 60 0  AxF F 

0yF  1 2 sin 60 0Ay BF F F F    

0.75kN

3.56kN

0.261kN

Ax

B

Ay

F

F

F





 
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[例]悬臂吊车如图所示。横梁AB长l＝2.5 m，重量P＝1.2 kN，
拉杆CB的倾角＝30°，质量不计，载荷Q＝7.5 kN。
求图示位置a＝2m时拉杆的拉力和铰链A的约束力。
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解：取横梁AB为研究对象,受力如图

A
B

E H

P

Q

FT
FAy

FAx

a



0xF 
T cos 0 (1)AxF F  

T sin 0 (2)AyF F P Q   0yF 

( ) 0AM F

T sin 0 (3)
2

l
F l P Qa     

解得

T

1
( ) 13.2 kN

sin 2

l
F P Qa

l
   



T cos 11.43 kNAxF F  

T sin 2.1kNAyF Q P F    
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C

A
B

E H

P

Q

FT
FAy

FAx

a



( ) 0BM F

或分别取B和C为矩心列平衡方程
得

( ) 0 (4)
2

Ay

l
P Q lFl a      

( ) 0CM F

tan 0 (5)
2

AxF
l

l P Qa     

注意每个对象独立的平衡方程只有3个。
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平面平行力系为平面任意力系的特殊
情况，当它平衡时，也应满足平面任意力
系的平衡方程，选如图的坐标，则�Fx＝0

自然满足。于是平面平行力系的平衡方程
为：

0 ( ) 0y OF M   F；

平面平行力系的平衡方程也可表示为二矩式：

( ) 0 ( ) 0A BM M   F F；

其中AB连线不能与各力的作用线平行。

力的作用线在同一平面且相互平行的力系称平面平行力系。

O
x

y

F2

F1

F3 Fn

三、平面平行力系平衡方程
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[例] 一种车载式起重机，车重G1= 26kN，起重机伸臂重

G2 = 4.5kN，起重机的旋转与固定部分共重G3 = 31kN。

尺寸如图所示。设伸臂在起重机对称面内，且放在图示

位置，试求车子不致翻倒的最大起吊重量Gmax。

G2

FA

G1

G3

G

FB

A B

3.0 m2.5 m1.8 m 2.0 m
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解： 1、取汽车及起重机为研

究对象，受力分析如图。

2、列平衡方程 G

G2

FA

G1

G3

FB

A B

3.0 m2.5 m1.8 m 2.0 m

0F 

1 2 3 0A BF F G G G G     

  0BM F 

2 1(2.5m 3m) 2.5m 2m (1.8m 2m) 0AG G G F        
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4、不翻倒的条件是：FA≥0，

所以由上式可得

故最大起吊重量为 Gmax= 7.5 kN

3、联立求解

 1 2

1
2 2.5 5.5

3.8
AF G G G  

G≤  1 2

1
2 2.5 7.5kN

5.5
G G 

G

G2

FA

G1

G3

FB

A B

3.0 m2.5 m1.8 m 2.0 m
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当：独立方程数目≥未知数数目时，是静定问题（可求解）

独立方程数目<未知数数目时，是静不定问题（超静定问题）

一、静定与静不定问题的概念

§2-5 静定与静不定 物系的平衡

两个独立方程，只能求两个独立未知数。

一个独立方程，只能求一个独立未知数。

三个独立方程，只能求三个独立未知数。

0iM 平面
力偶系

平面
任意力系

平面
汇交力系

0
x

F 

0
y

F 

( ) 0O iM  F

0
x

F 

0
y

F 
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静不定问题在变形体力学（材力,结力,弹力）

中用位移谐调条件来求解。
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二、物体系统的平衡问题

外力：外界物体作用于系统上的力叫外力。

内力：系统内部各物体之间的相互作用力叫内力。

物体系统（物系）：由若干个物体通过约束所组成的系统。

外力、内力都是某研究对象而言的，

对不同的研究对象而言，可转换。
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物系平衡的特点：

①物系静止，物系中每个单体也是平衡的；

②每个单体可列3个平衡方程，整个系统可列

3n个方程（设物系中有n个物体）

解物系问题的一般方法：

由整体 局部 由局部 整体

由问题性质决定
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三、解题步骤与技巧

解题步骤 解题技巧

①选研究对象 ①选坐标轴最好是未知力 投影轴；

②画受力图（受力分析）②取矩点最好选在未知力的交叉点上；

③选坐标、取矩点、列 ③充分发挥二力杆的直观性；

平衡方程。

④ 解方程求出未知数 ④灵活使用合力矩定理。



四、注意问题

力偶在坐标轴上的投影不存在；

力偶矩M =常数，它与坐标轴和取矩点的选择无关。
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例6[例]求图示多跨静定梁的支座约束力。

解：先以CD为研究对象，受力如图。

3( ) 0 :3 3 0
2C DM F q    F

3
2DF q

再以整体为研究对象，受力如图。

0: 0x AxF F  

0: 4 0y Ay B DF F F F F q      

( ) 0 :

8 4 2 4 6 0

A

D B

M

F F F q

 

    

F

CB

q

22

F

A D

1 3

FCx

FCy FD

q
F

FAx

FAy FDFB

q

1 3
2BF F q 

1 1
2 2AyF F q 

解得

C
D

CB

A
D
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l/8

q

BA D

M
F

CH

E

l/4l/8 l/4l/4

[例] 组合梁AC和CE用铰链C相连，A端为固定端，E端为活动铰链支座。
受力如图所示。已知： l =8 m，F=5 kN，均布载荷集度q=2.5 kN/m，力
偶矩的大小M= 5 kN•m，试求固端A，铰链C和支座E的约束力。

解:1.取CE段为研究对象

4.联立求解

FE=2.5  kN， FC=2.5  kN

3.列平衡方程

0yF  0
4

C E

l
F q F   

  0CM F 

0
4 8 2

E

l l l
q M F      

2.受力分析如图

C E

q

M

l/4l/4
FC FE

D
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6.列平衡方程。

7.联立求解

FA= 15  kN， MA= －2.5  kN

5.取AC段为研究对象，受力分析如图。

0yF  0
4

A C

l
F F F q    

  0FAM 
3

0
8 4 8 2

A C

l l l l
M F q F        

F

MA

q

l/4

B

A

CH

l/8 l/8
FA C

F
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例5[例]求图示三铰刚架的支座约束力。

解：以整体为研究对象，受力如图。

0: 0x Ax BxF F F F    

0: 0y Ay ByF F F qa    

( ) 0 :

32 0
2

A

By

M

F a Fa qa a

 

    

F

C

B

q

aa

a

A

F

FAx

FAy

q

C

BA

F

FBx

FBy

解得：

31
2 4ByF F qa 

1 1
4 2AyF qa F 



理论力学 中南大学土木建筑学院 86

例5再以AC为研究对象，受力如图。

( ) 0 : 0C Ax AyM F a F a   F

解得：

1 1
4 2Ax AyF F qa F  

1 1
2 4BxF F qa  

FAx

FAy

FCx

FCy
A

F C

C

B

q

aa

a

A

F
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[例] A，B，C，D处均为光滑铰链，物块重为G，通过绳子绕过滑

轮水平地连接于杆AB的E点，各构件自重不计，试求B处的约束力。

FAy

FAx

FCx

FCy

G

解、1.取整体为研究对象。

2.受力分析如图

3.列平衡方程

解得 2.5CxF G 

  0AM  F

5 2 0CxrG rF 

  0FCM  5 2 0AxrG rF  解得 2.5AxF G若
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G

FCxD CB

FT

FBy

FBx

FCy

FBx

FAy

FAx

FBy

FE

4.取杆CD连滑轮为研究对象，受力分析如图。

5.列平衡方程

T0 0x Cx BxF F F F           
  T0 2 5 0C ByM rF rG rF       F

求解可得 1.5 , 2Bx ByF G F G   

若取杆AB为研究对象，受力分析如图。

0 0x Ax Bx EF F F F           

  0

2 2 0

FA

Bx By E

M

r F r F rF



              



联立求解才得结果。
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D

Ⅱ

K

C

A

B

E

q

Ⅰ

P

[例] 如图所示，DC=CE=AC=CB=2l；

定滑轮半径为R，动滑轮半径为r，

且R=2r=l, q =45°已知重力P 。试求：

A，E支座的约束力及BD杆所受的力。

解、1. 选取整体研究对象，受力分析如图所示。

FA

FEx

FEy

2.列平衡方程

 
5

0 2 2 0
2

0 cos 45 0

0 sin 45 0

E A

x A Ex

y A Ey

M F l P l

F F F

F F F P

     

  

   







F

 

3.解平衡方程得
5 2

8

5 13
, sin 45

8 8

A

Ex Ey A

F P

P
F P F P F




     
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4. 选取DCE研究对象，受力分析如

图所示。

E

C

K

D

5.列平衡方程

6.解平衡方程

D

Ⅱ

K

C

A

B

E

q

Ⅰ

P

  0

cos 45 2 2 0

C

DB K Ex

M F

F l F l F l



     


  

3 2

8
DB

P
F 

FK

FEy

FEx

FDB

FCy

FCx

2
K

P
F 式中

顺时钟取正

若取AB为对象，如何画受力图？
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例7[例] 求图示结构固定端的约束力。

解：先以BC为研究对象，受力如图。

0: 0CM F b M   

C B

M
F F

b
 

再以AB部分为研究对象，受力如图。

0: 0x Ax BF F F F    

0: 0y AyF F qa   

( ) 0AM F 
21( ) 0

2A BM F a b qa F a    

B BF F  求得

, ,Ax Ay A

M
F F F qa M

b
   

C

B

q
F

A

M

b
a

a

FB

M

C

B

FC

FAy

q
F

B

A

F'B

FAx

MA
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例4[例] 组合结构如图所示，求支座约束力和各杆的内力。

解：先以整体为研究对象，受力如图。

0: 0x Ax DF F F   

0: (2 ) 0y AyF F q a b    

2

( ) 0

1
(2 ) 0

2

A

D

M

F a q a b

 

  

F

解之得： 2(2 )

2
D

q a b
F

a


 

2(2 )

2
Ax

q a b
F

a


 

(2 )AyF q a b 

a a

a

b

D

A

C

E F B

q

1

2
3

D

A

C

E F B

q

1

2
3

FD

FAx

FAy
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1 30: cos45 0xF F F    

2 30: sin 45 0yF F F   

2

3

(2 )

2

q a b
F

a


 

2

2

(2 )

2

q a b
F

a




F1

F2 F3

C

x

y

45°
2

1

(2 )

2
D

q a b
F F

a


  

再以铰C为研究对象，受力如图，建立如图坐标。

a a

a

b

D

A

C

E F B

q

1

2
3
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例9[例] 图示结构，各杆在A、E、F、G处均为铰接，B处为光滑
接触。在C、D两处分别作用力F1和F2，且F1＝F2＝500 N，
各杆自重不计，求H处的约束力。

解：先以整体为研究对象，受力如图。

( ) 0 :AM F

2 14 2 6 0BF F F   

解得： 1000NBF 

2m

2m

2m

2m2m2m

A

D E

H

G

B

C
F1

F2

F1

F2

A

D E

H

G

B

C

FAx

FAy FB
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例9再以DH为研究对象，受力如图。

2

( ) 0 :

2 2 0

E

Hy

M

F F

 

 

F

解得：
2 500 NHyF F   

最后以杆BG为研究对象，受力如图。

( ) 0 :GM F

4 2 2 0B Hy HxF F F    

解得：

1500 NHxF  

D E

H

F2

FEy FHy

FHxFEx

FB

H

G

B

FGy

FGx

F'Hy

F'Hx

2m

2m

2m

2m2m2m

A

D E

H

G

B

C
F1

F2
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A
B

C
D

例10[例]三根等长同重均质杆(重W) 在铅垂面内以铰链和绳EG

构成正方形。已知：E、G是AB、BC中点，AB水平，求
绳EG的张力。

解1：取AB分析，受力如图。不妨设杆长为l。

( ) 0 :BM F

T sin 45 0 (1)
2 2Ay
l lF l W F   

再以整体为研究对象，受力如图。

0 :yF 

3 0 (2)Ay DyF F W  

FBy

FBx
A

B

FAx

FAy

W FT

W

W

W

FAx

FAy

FDx

FDy

A
B

C
D

E

G
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例10最后以DC为研究对象，受力如图。

0 (3)
2Dy
lF l W  

联立求解(1)、(2)、(3)得： T 4 2F W

( ) 0 :CM F

FCy

FCx
D

C

FDx

FDy

W

解2：先以BC为研究对象，受力如图。

T sin 45 0 (4)
2Cx
lF l F   

再以DC为研究对象，受力如上图。

F'Cx

F'Cy

F'Bx

F'By

B

C

W

( ) 0 :BM F

F'T

0xF  0 (5)Dx CxF F 

A B

C
D
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例10

联立求解(4)、(5)、(6)即可的同样结果。

最后以整体为研究对象，受力如图。

2 0 (6)
2Dx
lF l W Wl  

( ) 0 :AM F

A
B

C
D

W

W

W

FAx

FAy

FDx

FDy

A
B

C
D
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例11[例] 三无重杆AC、BD、CD如图铰接，
B处为光滑接触，ABCD为正方形，在
CD杆距C三分之一处作用一垂直力F，
求铰链 E 处的约束力。

解：先以整体为研究对象，受力如图。

0: 0x AxF F  

2( ) 0 : 0
3A BM F l F l   F

0: 0y Ay BF F F F    

解得： 1
3AyF F 2

3BF F

F

l

D

l

2l/3

C

A B

E

F

D C

A
B

E

FAx

FAy FB
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E

F

D

2l/3

C

B

例11
下面用不同的方法求铰链 E 的受力。

方法1：先以DC为研究对象。

2( ) 0 : 0
3D Cy
lM F l F     F

2
3CyF F

再以BDC为研究对象。

0: 0y Ey B CyF F F F F     

1
3EyF F 

( ) 0 : 0
2 3 2C Ex Ey
l l lM F F F    F

ExF F 

类似地，亦可以DC为研究对象，求FDy，再以ACD为研究对象求解。

F

D

2l/3

CFDx

FDy

FCx

FCy

FEx

FEy

FCx

FCy

FB
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例11方法2：分别以ACD和AC为研究对象。

2 0
2 2 3Ax Ex Ey
l l lF l F F F    

0
2 2Ax Ay Ex Ey
l lF l F l F F    

联立求解以上两方程即得同样结果。

类似地，亦可以BDC和BD为研究对象，
进行求解。

F
2l/3

D C

A

E F'Ex

F'Ey

FDx

FDy

FAx

FAy

C

A

E

FAx

FAy

F'Ex

F'Ey

F'Cx

F'Cy

( ) 0 :DM FACD上

( ) 0 :CM FAC上
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例11方法3：分别以BD和AC为研究对象，受力如图。

1

2 0
2B EF l F l 

1

2 2
3EF F

2

2 0
2Ax E AyF l F l F l  

2 2

2
3E EF F F  

用FE1、FE2表示的约束力和用FEx、FEy表

示的约束力本质上是同一个力。

C

A

E

FAx

FAy

F'Cx

F'Cy

F'E2

F'E1

D

B

E

F'Dx

F'Dy

FE2

FE1

FB

( ) 0 :DM F

( ) 0 :CM F



理论力学 中南大学土木建筑学院 103

例12[例] 两根铅直梁AB、CD与水平梁BC铰接，B、C、D均为光滑
铰链，A为固定支座，各梁的长度均为l＝2 m，受力情况如图
所示。已知水平力F＝6 kN，M＝4 kN·m，q0＝3 kN/m。求固
定端A及铰链C的约束力。

A

B C

D

F

2l/3

l/2 

M

q
0

M
B C

FBy

FBx FCx

FCy

解: (1) 取BC分析

( ) 0 : 0B CyM M F l    F

2 kNCy

M
F

l
 

求得结果为正说明与假设方向相同。
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例12(2) 取CD分析

F
C

D

F'Cx

F'Cy

FDx

FDy

2
( ) 0 : 0

3
D Cx

l
M F l F     F

2
4 kN

3
CxF F  

求得结果为正说明与假设方向相同。

A

B C

D

F

2l/3

l/2 

M

q
0
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例12

M

q
0

FCx

FCy

FAy

MA

FAx

B C

A

(3) 取AB、BC分析

0

1
0 : 0

2
x Ax CxF F q l F    

0

1 1
4 3 2 1kN

2 2
Ax CxF F q l      

0: 0y Ay CyF F F   

2 kNAy CyF F 

0

( ) 0 :

1 1
0

2 3

A

A Cy Cx

M

M M q l l F l F l

 

       

F

6 kN mAM   

求得结果为负说明与假设方
向相反，即为顺时针方向。

A

B C

D

F

2l/3

l/2 

M

q
0
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A B

E

D

例13

解：本题为求二力杆（杆1）的内力FA1或FC1。为

此先取杆2、4及销钉A为研究对象，受力如图。

F

FA1

FE

y FEx

FND

1 N N

1 N N

( ) 0 :

( ) 0 (a)
2 2 2 2

( ) 0 (a1)
2 2 2 2

E

A B D

A B D

M

b b b b
F F x F F

b b b b
F F x F F

 

    

    

F

[例] 编号为1、2、3、4的四根杆件组成平面结构，

其中A、C、E为光滑铰链，B、D为光滑接触，E

为中点，各杆自重不计。在水平杆 2 上作用一铅

垂向下的力 F，试证明无论力 F 的位置 x 如何改

变，其竖杆 1 总是受到大小等于F 的压力。 a

x

1

2

3

4

E

A

C

B

D

F

b

上式中FND和FNB为未知量，必须先求得；

为此再分别取整体和杆2为研究对象。

FNB
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例13

A B

F

FAy

N( ) 0: 0C DM F b Fx   F

取整体为研究对象，受力如图。

FNB

FAx

a 1

2

3

4

E

A

C

B

D

b

ND

Fx
F

b


N( ) 0 : 0A BM F b Fx   F

取水平杆2为研究对象，受力如图。

NB

Fx
F

b


代入（a）式得
1AF F 

FA1为负值，说明杆1受压，且与x无关。

x F

FND

FCy

FCx
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例14（习题3-32）

F2

F1

A

B C

D

4.54.53

4

2
2

[P75习题2-43]构架尺寸如图所示(尺寸单位为m)，不计各杆件
自重，载荷F1=120 kN, F2=75 kN。求AC及AD两杆所受的力。

F2

F1

A

B C

FAx

FAy

FAD

解：1、取三角形ABC分析，其中A、C处应带有销钉：

( ) 0 :AM F
2 1

4 3
2 7.5 12 4 0 :

5 5
CD CDF F F F          

FCD

4

3

145.83 kNCDF   CD杆受压力。
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例14（习题3-32）

F2

F1

A

B C

D

4.54.53

4

2
2

F1B C
FBx

FBy FCA

2、取BC分析，注意在C处应带有销钉。

( ) 0 :BM F
1

2 2

4 4
4.5 9 9 0 :

5 12 4
CD CAF F F        



179.19 kNCAF 

FCD

4

3

3、取销钉D分析，由Fx=0可求得FDA。

3
87.5KN

5
DA CDF F  
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[例]重为G = 980N的重物悬挂

在滑轮支架系统上，如图所示。

设滑轮的中心B与支架ABC相连

接，AB为直杆，BC为曲杆，B

为销钉。若不计滑轮与支架的

自重，求销钉B作用在与它相连

接的每一构件上的约束力。

A B

C

DE

F

I

H

0.6 m

0.8 m

45

G
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解、1. 取滑轮B为研究对象，受力分析如图。

2.列平衡方程

B

2

G

H
F

2

G

FBx

FBy

45

A B

C

DE

F

I

H

0.6 m

0.8 m

45

G

0 cos 45 0
2

  x Bx

G
F F        

0 sin 45 0
2 2

  y By

G G
F F         

解得 cos 45 347 N
2

sin 45 847 N
2 2

  

  

Bx

By

G
F

G G
F

 

  
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3. 再取销钉B为研究对象，受力分析如图所示。

B

4.列平衡方程

2

G

BAF 

BCF 
ByF 

BxF 

A B

C

DE

F

I

H

0.6 m

0.8 m

45

G

3
0 0

5
x Bx AB CBF F F F              

4
0 0

2 5
y By CB

G
F F F              

解得 1 340 N

1 660 N

 

 

AB

CB

F

F




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由物系的多样化，引出仅由杆件组成的系统——桁架

§2-6 平面简单桁架的内力计算
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工程中的桁架结构
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工程中的桁架结构
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桁架是由杆件彼此在两端用铰链连接形成的几何形状

不变的结构。桁架中所有杆件都在同一平面内的桁架称为

平面桁架。桁架中的铰链接头称为节点。

为简化桁架计算，工程实际中采用以下几个假设：

(1)桁架的杆件都是直杆；

(2)杆件用光滑铰链连接；

(3)桁架所受的力都作用到节点上且在桁架平面内；

(4)桁架杆件的重量略去不计，或平均分配在杆件两端

的节点上。

这样的桁架，称为理想桁架。
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桁架的实际节点

焊接或铆接，杆的端点不
能转动，可承受力矩。

理想节点

光滑铰链，不能
承受力矩

实际节点变为理想节点，所得结果是偏于安全的。
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理想桁架

杆件节点
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桁架的优点：轻，充分发挥材料性能。

桁架的特点：①直杆，不计自重，均为二力杆；②杆端铰接；

③外力作用在节点上。

力学中的桁架模型
( 基本三角形)

三角形有稳定性

(a) (b) (c)
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工程力学中常见桁架的简化计算模型
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总杆数 m n总节点数

32  nm

3 2( 3)m n  
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32  nm 平面复杂（超静定）桁架

32  nm 平面简单（静定）桁架

32  nm 非桁架（机构）
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桁架内每个节点都受平面汇交力系作用，为求桁架

内每个杆件的内力，逐个取桁架内每个节点为研究对象，

求桁架杆件内力的方法即为节点法。

一、节点法

[例] 平面桁架的尺寸和支座如图，在节点D处受一集中荷载F = 10 kN的

作用。试求桁架各杆件所受的内力。

2m
F

2m

A B

C

D
30°

1
3

4

2 5

解：先以整体为研究对象，受力如图。

0, 0x AxF F  

0, 0y Ay ByF F F F    

( ) 0, 2 4 0A ByM F F   F

5 kNByF 

5 kNAyF 

FByFAy

FAx
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再分别以节点A、C、D为研究对象，受力如图。

FAy

FAx

F1

F2
A

F

F'3

F'2
F5D

F3
F4F'1

C

2 10, cos30 0x AxF F F F    

10, sin30 0y AyF F F   

节点A

4 10, cos30 cos30 0xF F F   

3 1 40, ( )sin30 0yF F F F     

节点C

5 20, 0xF F F   节点D

解上述5个方程得

1 2 3

4 5

10 kN, 8.66 kN, 10 kN

10 kN, 8.66 kN

F F F

F F

   

   其中1，4杆受压。
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3 1 2F =0,且F F

二、特殊杆件的内力判断

1 2 0F F 

两杆节点无载荷、且两杆不在

一条直线上时，该两杆是零杆。

①
L型

三杆节点无载荷、其中两杆在

一条直线上，另一杆必为零杆

②
T型

F1

F2

F1

F3

F2

L型节点受外载，且外载荷沿
其中一根杆作用，则另一根杆
为零杆。

F1

F2

F

2 10,F F F  

内力为零的杆件称为零杆。

以下可直接判断零杆。
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0

用零杆判别法确定下列桁架中的零杆

0

0

0 0 00
0

零杆在桁架中不能拆去，但
进行受力分析时可以不考虑。

F

BA

1

5
3

4

2

7
6 9

8 A

C

D E H

B

G

K

F

FB

A

00

0
0

0
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用假想的截面将桁架截开，取至少包含两

个节点以上部分为研究对象，考虑其平衡，求

出被截杆件内力，这就是截面法。

三、 截面法
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例15

FAy

FAx

FBy

[例] 图示平面桁架，各杆长度均为1m，在节点E，G，F上
分别作用荷载FE＝10 kN， FG＝7 kN， FF＝5 kN。试求杆1、
2、3的内力。

解：取整体分析

0, 0x Ax FF F F   

( ) 0, 2 1 sin 60 1 3 0B E G F AyM F F F F         F

解得 5 kN, 7.557 kNAx AyF F  

A B

C D

E

F

G

FE FG

FF1

2

3
A B

C D

E

F

G

FE FG

FF1

2

3A B

C D

E

F

G

FE FG

FF1

2

3
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A B

C D

E

F

G

FE FG

FF1

2

3

解得
1 2 38.726 kN, 2.821kN, 12.32 kNF F F   

为求1、2、3杆的内力，可作一截面m – n将三杆截断，选定桁架左半
部分为研究对象。假定所截断的三根杆都受拉力，受力如图所示，
为一平面任意力系。

1( ) 0, sin 60 1 1 0E AyM F F      F

20, sin 60 0y Ay EF F F F    

3

1
( ) 0, sin 60 1 1.5 sin 60 1 0

2
D E Ay AxM F F F F          F

求得1杆受力为负值，说明1杆受压。

A

FE

C D

E

FAy

FAx

F1

F2

F3

m

n

m

n
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F

1 2

F

1

2

F

例15截面法思考题思考题：求下列各桁架指定杆件的轴力。

F
1 2

3
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A E

F

D

C

B

F

1 2

3

E

F

D

1F

3F

2F

F
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四、 截面法与节点法的综合应用

解：联合应用节点法和截面法求解。

1. 用截面m-m将杆HK，HJ ， GI ，

FI 截断。取右半桁架为研究对象，受力

分析如图。

m

m

悬臂式桁架如图所示。a=2 m，b=1.5 m，

试求杆件GH，HJ，HK的内力。

a a a a

b

b

F

A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

K

L

①②

③

列平衡方程 ( ) 0IM F 

3 2 0HKF a F b    

解得 2HKF F

A

B

C

D

F

G

H

I

m

m

F

FHK

FGI

FHJ

FFI

②

③
①
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2. 用截面n-n将杆EH，EG ，

DF ， CF截断。

A

B

C

D

E

F

n

n
F

FEH

FDF
FEG

FCF

n

n

取右半桁架为研究对象，受力分

析如图。

列平衡方程

( ) 0,FM F  2 2 0EHF a F b    

解得
4

3
EHF F

a a a a

b

b

F

A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

K

L

③

② ①
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3. 取节点H为研究对象，受力分析如图。

列平衡方程

2 2
0, 0x EH GH HK

a
F F F F

a b
        




2 2
0, 0y GH HJ

b
F F F

a b
          




解得

2 2 5
( )

6
GH HK EH

a b
F F F F

a


   

2 2 2
HJ GH

b F
F F

a b
    



a a a a

b

b

F

A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

K

L

③

② ①

H

FHK

FHJ

FEH

FGH

③

②

①
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说明 ： 节点法：用于设计，计算全部杆内力

截面法：用于校核，计算部分杆内力

先把杆都设为拉力,计算结果为负时,

说明是压力,与所设方向相反。
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一、力在坐标轴上的投影

§3-1 空间汇交力系

y

x

z

F

Fx

Fy

Fz

i

k
j

若已知力与正交坐标系Oxyz三轴间的夹角，则用直接投影法

cos( )

cos( )

cos( )

x

y

z

F F

F F

F F







F i

F j

F k

，

，

，

1、直接投影法
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y

x

z

F

Fx

Fy

Fz

Fxy

j

g

当力与坐标轴Ox 、Oy间的夹角不易确定时，可把力F

先投影到坐标平面Oxy上，得到力Fxy，然后再把这个力投

影到x 、y轴上，这叫二次（间接）投影法。

sin cos

sin sin

cos

x

y

z

F F

F F

F F

g j

g j

g







2、二次（间接）投影法
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[例] 三棱柱底面为直角等腰三角形，在其侧平面ABED上作

用有一力F，力F与OAB平面夹角为30º，求力F在三个坐标轴

上的投影。
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利用二次投影法，先将力F投影到Oxy平面上，然后再

分别向x，y，z轴投影。
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1、合成

将平面汇交力系合成结果推广到空间汇交力系得：

R 1 2 n iF F F F F     

合力的大小和方向为：

2 2 2

R ( ) ( ) ( )x y zF F F F     

R R R

R R R

cos( ) cos( ) cos( )
yx z

FF F

F F F

 
    F i F j F k， ， ， ， ，

R x y zF F i F j F k   或

二、空间汇交力系的合成与平衡
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2、平衡

空间汇交力系平衡的必要与充分条件是：该力系的合力等于零。

R 0i  F F

以解析式表示为： 0

0

0

x

y

z

F

F

F

 

 

 

空间汇交力系平衡的必要与充分条件是：该力系力系中

所有各力在三个坐标轴上的投影的代数和分别等于零。
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[例]图示为起重机吊起重物。起重杆的A端用球铰链固定在地面上，B端

用绳CB和DB拉住，两绳分别系在墙上的C点和D点，连线CD平行于x轴。

已知CE=EB=DE，角a =30o，CDB平面与水平面间的夹角∠EBF= 30o，

重物G=10kN。如不计起重杆的重量,试求起重杆所受的力和绳子的拉力。

解：1.取杆AB与重物为研究

对象，受力分析如图。

x

z

y

30o

a

A

B

D

G

C

E

F

F1

F2

FA

z

y

30o

a

A

B

G

E

F

F1

FA

侧视图
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2. 列平衡方程

1 2

1 2

1 2

0 sin 45 sin 45 0

0 sin 30 cos 45 cos30 cos 45 cos30 0

0 cos 45 sin 30 cos 45 sin 30 cos30 0

x

y A

z A

F F F

F F F F

F F F F G

   

    

     

x

z

y

30o

a

A

B

D

G

C

E

F

F1

F2

FA

3.联立求解

1 2 3.54 kN 8.66 kNAF F F  ，
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x

y

z

O

FMO(F)

r
A(x，y，z)

h

B
空间力对点的矩的作用效果取决

于：力矩的大小、转向和力矩作用面

方位。这三个因素可用一个矢量MO(F)

表示，如图。其模表示力矩的大小；

指向表示力矩在其作用面内的转向(符

合右手螺旋法则)；方位表示力矩作用

面的法线。由于力矩与矩心的位置有

关，所以力矩矢的始端一定在矩心O处，

是定位矢量。

§3-2 力对点的矩和力对轴的矩

一、力对点的矩以矢量表示－力矩矢
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以r表示力作用点A的矢径，则

( )O  M F r F

以矩心O为原点建立坐标系，则

x y z

x y z

F F F

  

  

r i j k

F i j k

x

y

z

O

FMO(F)

r
A(x，y，z)

h

B

j

i

k

( )O

x y z

x y z

F F F

   

i j k

M F r F

( ) ( ) ( )

[ ( )] [ ( )] [ ( )]

z y x z y x

O x O y O z

yF zF zF xF xF yF     

  

i j k

M F i M F j M F k
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力对轴的矩定义为力在与该轴垂直面上

的投影对该轴与此垂直平面交点的矩。

( ) ( ) 2z O xy xy OabM M F h A    F F

力对轴的矩是力使刚体绕该轴转动

效果的度量，是一个代数量。

x

y

z

O

F

Fxy

h

B

A

a
b

符号规定：从z轴正向看，若力使刚体逆时针转则取正号，

反之取负。也可按右手螺旋法则确定其正负号。

由定义可知：(1)当力的作用线与轴平行或相交(共面)

时，力对轴的矩等于零。(2)当力沿作用线移动时，它对

于轴的矩不变。

二、力对轴的矩

1、力对轴之矩的定义
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( ) ( )

( ) ( )

z O xy

O x O y

y x

M M

M M

xF yF



 

 

F F

F F

设力F在三个坐标轴上的投影分别为Fx，

Fy，Fz，力作用点A的坐标为(x，y，z)，则

同理可得其它两式。故有

( )

( )

( )

x z y

y x z

z y x

M yF zF

M zF xF

M xF yF

 

 

 

F

F

F

2、力对轴之矩的解析表达式

x

y

z

O

Fx

Fy

Fz

A(x，y，z)

B

Fx

Fy

Fxy

a

b

x

y

F
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比较力对点的矩和力对轴的矩的解析表达式得：

即：对点的矩矢在通过该点的某轴上的投影，

等于力对该轴的矩。

[ ( )] ( )

[ ( )] ( )

[ ( )] ( )

O x x

O y y

O z z

M

M

M







M F F

M F F

M F F

3、力对点的矩与力对过该点的轴的矩的关系



理论力学 中南大学土木建筑学院 20



理论力学 中南大学土木建筑学院 21

解：

2 2 2
cos cosx

Fa
F F

a b c
 j 

 

2 2 2
cos siny

Fb
F F

a b c
 j 

 

2 2 2
sinz

Fc
F F

a b c



  

 

( ) ( ) ( ) ( )x x x x y x z yM M M M F c    F F F F

( ) 0yM F

( ) ( ) ( ) ( )z z x z y z z yM M M M F a    F F F F

[例]求力F在三轴上的投影和对三轴的矩。

y
x

z

F

j 

b

c

a
Fxy

2 2

2 2 2
cos

a b

a b c





 

2 2
cos

a

a b
j 


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解：  ( ) ( )AC C AC
M F M F

2 2
( ) cosC

Fba
F a

a b
a  


M F

2 2 2 2 2
( ) ( ) cosAC C

Fabc
M

a b a b c
 

  
F M F

[例]如图所示，长方体棱长为a、b、c，力F沿BD，求力F对AC之矩。

F


b
c

a
A

B C

D

a
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§3-3  空间力偶

一、力偶的矢量表示

性质：力偶由一个平面平行移至刚体另一个平行平面不影响

它对刚体的作用效果。

A

F

F'

FR

B

O

F'2

A1
F'1

B1

F2

F1

'FR
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力偶矩矢为一自由矢量。

空间力偶的等效条件是：作用在同一刚体上的两个力偶，

如果力偶矩矢相等，则两力偶等效。

F

M

F'
二、空间力偶等效定理

由力偶的性质可知：力偶的作用效用取决于力偶矩的大

小、力偶的转向和力偶作用面的方位。因此可用一矢量M 表

示：用M 的模表示力偶矩的大小；M 的指向按右手螺旋法则

表示力偶的转向；M 的作用线与力偶作用面的法线方位相同。

如图所示。M 称为力偶矩矢。
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力偶作用面不在同一平面内的力偶系称为空间力偶系。

三、空间力偶系的合成与平衡

1、合成

1 2 n i    M M M M M

空间力偶系合成的最后结果为一个合力偶，合力偶

矩矢等于各分力偶矩矢的矢量和。即：

根据合矢量投影定理：

x x y y z zM M M M M M       ， ，

于是合力偶矩的大小和方向可由下式确定：

2 2 2( ) ( ) ( )x y zM M M M     

cos( )

cos( )

cos( )

x

y

z

M

M

M

M

M

M







M i

M j

M k

，

，

，
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[例]工件如图所示，它的四个面上同时钻五个孔，每个孔所受的切削力偶

矩均为80N·m。求工件所受合力偶的矩在x，y，z轴上的投影Mx，My，Mz，

并求合力偶矩矢的大小和方向。

解：将作用在四个面上的力偶

用力偶矩矢表示，并平移到A点。

3 4 5

2

1 4 5

cos 45 cos 45 193.1N m

80N m

cos 45 cos 45 193.1  N m

x

y

z

M M M M

M M

M M M M

      

    

      

所以合力偶矩矢的大小

2 2 2 284.6 N mx y zM M M M    

合力偶矩矢的方向余弦

 

 

 

cos 0.6786

cos 0.2811

cos 0.6786

 

 

 

，

，

，

M i

M j

M k
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空间力偶系可以合成一合力偶，所以空间力偶系平衡的

必要与充分条件是：合力偶矩矢等于零。即：

因为：
2 2 2( ) ( ) ( )x y zM M M M     

所以： 0

0

0

x

y

z

M

M

M

 

 

 

上式即为空间力偶系的平衡方程。

2、平衡

1 2 0n i     M M M M M
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空间力系向点O简化得到一空间汇交力系和一空间

力偶系，如图。

( ) ( 1 2 )i i i O i i n     F F M M F ，， ，

Fn

F1

F2

y

z

x

O F'1

F'n F'2

Mn

M2

M1

z

y

x

O＝ MO
F'R

O

x

y

z

＝

一、空间任意力系向一点的简化

§3-4  空间任意力系的简化
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空间汇交力系可合成一合力F'R：

R i i
    F F F

力系中各力的矢量和称为空间力系的主矢。
主矢与简化中心的位置无关。

MO
F'R

O

x

y

z

空间力偶系可合成为一合力偶，其矩矢MO：

力系中各力对简化中心之矩矢的矢量和称为力系对简化

中心的主矩。主矩与简化中心的位置有关。

( )O O i M M F

空间力系向任一点O简化，可得一力和一力偶，这个力

的大小和方向等于该力系的主矢，作用线通过简化中心O；

这个力偶的矩矢等于该力系对简化中心的主矩。
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1、空间任意力系简化为一合力偶的情形

F'R＝0，MO≠0

简化结果为一个与原力系等效的合力偶，其合力偶矩矢等

于对简化中心的主矩。此时力偶矩矢与简化中心位置无关。

F'R ≠ 0，MO＝ 0

简化结果为与原力系等效的合力，合力的作用线过简化中

心O，其大小和方向等于原力系的主矢。

2、空间任意力系简化为一合力的情形

二、空间任意力系的简化结果分析
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简化后为与原力系等效的合力，其大小和方向等于原力系的主
矢，合力的作用线离简化中心O的距离为

R

O
d

F


M

F'R ≠ 0，MO≠0 ，且F'R ⊥MO

MO

F'R
O

F'RF"R

FR

O

O'
d＝ FR

O

O'
＝
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F'R ≠ 0，MO≠0 ，且F'R ∥MO

此时无法进一步合成，这就是简化的最后结果。这种力与力偶

作用面垂直的情形称为力螺旋。F'R与MO同方向时，称为右手

螺旋； F'R与MO反向时，称为左手螺旋。图示为一右手螺旋。

MO

F'R
O

＝
O

F'R

3、空间任意力系简化为力螺旋的情形
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F'R ≠ 0，MO≠0 ，同时两者既不平行，又不垂直，此时可

将MO分解为两个分力偶M''O和M'O，它们分别垂直于F'R和

平行于F'R，则M''O和F'R可用作用于点O'的力FR来代替，

最终得一通过点O'的力螺旋。

MO

F'R



O M
"

O

F'R

O

M'O

＝
FR

O

O'

M'O
＝

4、空间任意力系简化为平衡的情形

当空间任意力系向一点简化时出现 主矢F'R＝0，

主矩MO＝ 0 ，这是空间任意力系平衡的情形。
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一、空间任意力系的平衡方程

F'R=0，MO = 0

0 0 0

( ) 0 ( ) 0 ( ) 0

x y z

x y z

F F F

M M M

     

     F F F

， ，

， ，

空间任意力系平衡的必要与充分条件为：力系中各力在三个

坐标轴上投影的代数和等于零，且各力对三个轴的矩的代数

和也等于零。上式即为空间任意力系的平衡方程。

§3-5  空间任意力系的平衡
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二、空间约束类型
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[例]图示三轮小车，自重G=8kN，作用于E点，载荷F1=10 kN，作用于C点。

求小车静止时地面对车轮的约束力。

解：以小车为研究对象，主动力和约束反力组成空间平行力系，受力

分析如图。

 

 

1

1

1

0

0

0

0.2m 1.2m 2m 0

0

0.8m 0.6m 0.6m 1.2m 0

z

A B D

x

D

y

D B

F

F G F F F

M

F G F

M

F G F F



     



      



       

F

F

解方程得 5.8 kN 7.777 kN 4.423 kND B AF F F    ， ，

列平衡方程
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[例]图中胶带的拉力F2=2F1，曲柄上作用有铅垂力F=2kN。已

知胶带轮的直径D=400mm，曲柄长R=300mm，胶带1和胶带2

与铅垂线间夹角分别为a和，a =30o， =60o，其它尺寸如

图所示，求胶带拉力和轴承约束力。
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解：以整个轴为研究对象，受力图如图所示。列平衡方程。

 

   

 

1 2

2 1

1 2

0 cos30 0.2m cos60 0.2m 0.2m 0.4m 0

0 0
2

0 sin 30 0.2m sin 60 0.2m 0.4m 0

x Bz

y

z Bx

M F F F F

D
M FR F F

M F F F

        

   

      

F

F

F

1 2

1 2

0 sin30 sin 60 0

0 cos30 cos60 0

x Ax Bx

z Az Bz

F F F F F

F F F F F F

    

      

注意到 F2=2F1

解
方
程
得

1 23kN 6kN

10.04kN 9.40kN

3. 35kN 1.80kN

Ax Az

Bx Bz

F F

F F

F F

 

  

  

，

，

，
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[例]图示为车床主轴。车床对工件的切削力为：径向切削力Fx=4.25kN，

纵向切削力Fy=6.8kN，主切削力Fz=17kN，方向如图所示。Ft与Fr分别为

作用在直齿轮C上的切向力和径向力，且Fr=0.36Ft。齿轮C的节圆半径为

R=50mm，被切削工件的半径为r =30mm。卡盘及工件等自重不计，其余

尺寸如图。求: (1)齿轮啮合力Ft及Fr；(2)径向轴承A和止推轴承B的约束力；

(3)三爪卡盘E在O处对工件的约束力。
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解：1.以整体为研究对象，主动力

和约束力组成空间任意力系。

列平衡方程

t

r

0 0

0 0

0 0

x Bx Ax x

y By y

z Bz Az z

F F F F F

F F F

F F F F F

    

  

    

 

   

   

t

r

t

0 0

0 488 76 mm 76mm 388mm 0

0 488 76 mm 76mm 30mm 388mm 0

y z

x Bx z

z Bx y x

M F R F r

M F F F

M F F F F

  

        

        

F

F

F

由题意有 r t0.36F F
t r10.2kN 3.67kN

15.64kN 31.87kN

1.19 kN 6.8kN 11.2kN

Ax Az

Bx By Bz

F F

F F

F F F

 

  

   

，

，

， ，
解方程得
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2.取工件为研究对象，受力分析如图

30

100

OMx
My

Mz

FOx

FOz

FOy

Fx
Fy

Fz

列平衡方程

0 0

0 0

0 0

x Ox x

y Oy y

z Oz z

F F F

F F F

F F F

  

  

  

 

 

   

0 0.1m 0

0 0.03m 0

0 0.1m 0.03m 0

x x z

y y z

z z x y

M M F

M M F

M M F F

   

   

     

F

F

F

解方程得

4.25kN 1.7kN m

6.8kN 0.51k N m

17kN 0.22kN m

Ox x

Oy y

Oz z

F M

F M

F M

   

  

    

，

，

，
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[例] 一等边三角形板边长为a , 用六根杆支承成水平位置如

图所示，若在板内作用一力偶其矩为M。求各杆的约束力。

A' B'

C'

1
6

4
2

5
3

30o

30o

A B

C

M
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A' B'

C'

1
6

4
2

5
3

30o

30o

A B

C

M

F1
F2F3

F4

F5

F6
6

( ) 0

3 3
0

2 2

BBM

M a F

 

 

F

6

4

3

M
F

a
 

4

3 3
( ) 0 0

2 2
CCM M a F   F 4

4

3

M
F

a
 

5

3 3
( ) 0 0

2 2
AAM M a F   F 5

4

3

M
F

a
 

解:取等边三角形板为
研究对象画受力图。
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1 4

( ) 0

3 3 1
0

2 2 2

BCM

a F a F

 

  

F

1

2

3

M
F

a


2 5

3 3 1
( ) 0 0

2 2 2
ACM a F a F   F 2

2

3

M
F

a


3 6

3 3 1
( ) 0 0

2 2 2
ABM a F a F    F 3

2

3

M
F

a


A' B'

C'

1
6

4
2

5
3

30o

30o

A B

C

M

F1
F2F3

F4

F5

F6



理论力学 中南大学土木建筑学院 52

x

3m

2m
3m 2m

A

B

C D

60

60

45

45

G

H

y

z

P

[例] 扒杆如图所示，立柱AB用

BG和BH两根缆风绳拉住，并

在A点用球铰约束，A、H、G

三点位于 xy平面内，G、H两

点的位置对称于y轴，臂杆的D

端吊悬的重物重P=20kN；求

两绳的拉力和支座A的约束力。

解：以立柱和臂杆组成的系统为研究对

象，受力如图，建立如图所示的坐标。

列平衡方程：
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0: cos60 sin 45 cos60 sin 45 0x Ax H GF F F F    

0: cos60 cos45 cos60 cos45 0y Ay H GF F F F    

0: sin60 sin60 0z Az H GF F F F P     

( ) 0: cos60 cos45 5 cos60 cos45 5 5 0x H GM F F F P       

( ) 0 : cos60 sin 45 5 cos60 sin 45 5 0y H GM F F F     

联立求解得：

28.3kNG HF F 

0AxF 

20kNAyF 

69kNAzF 
AxF

AyF

AzF

GF

HF

A

B

C
D

60

60

45

45

G

H

y

z

P
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[例]图示均质长方板由六根直杆支持于水平位置，直杆两端

用球铰链与板和地面连接。板重为G，在A处作用一水平力F，

且F = 2G。求各杆的内力。
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解：1.取工件为研究对
象，受力分析如图。

2.列平衡方程

 

 

 

 

6

5

4

6 1
2 2

2

2 3

0 0
2

0 0

0 0

0 0
2

0 0
2

0 cos 45 0
2

AB

AE

AC

EF

FG

BC

a
M F a G

M F

M F

a a
M G F a F b

a b

b
M G F b F b

b
M G F b F b

   

 

 

    


    

     

F

F

F

F

3.联立求解

6 1

2 3

0
2

1.5 2 2

G
F F

F G F G

  

  

，

，
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F5
F4

F6

F3F2F1

F
500mm

D´

C

BA

D

C´

B´A´

( ) 0FDDM   2 0F 

( ) 0FBBM   4 0F 

( ) 0FCCM   6 0F 

( ) 0FBCM 

( ) 0FABM 

1500 500 0F F   1F F 

51000 1000 0F F  
5F F 

( ) 0FADM  3 5500 500 0F F   3F F

P108习题3—19
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x

y

z

A B

C
D

E

30
30

P

AxF

AyF

AzF

TF

BxF

BzF

1
T 2

( ) 0: sin30 0x BzM F F AB F AB P AB    

1
T2

( ) 0 : sin30 0yM F P AD F AD   

( ) 0: 0z BxM F F AB  

解：以板为研究对象，受力如图，

建立如图所示的坐标。

x

y

z

A B

C
D

E

30
30

P

P108习题3—18

T0: cos30 sin30 0x Ax BxF F F F    

2

T0: cos 30 0y AyF F F   

T0: sin30 0z Az BzF F F F P     

解之得： 0Bx BzF F 

T 200NF  86.6NAxF  150NAyF  100NAzF 
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一、平行力系中心

平行力系中心是平行力系合力通

过的一个点。平行力系合力作用点的

位置仅与各平行力的大小和作用点的

位置有关，而与各平行力的方向无关。

称该点为此平行力系的中心。

F1
FR

F

2

y

z

x

O

A
C

B
r1 rC

r2

i i
C

i

F

F





r
r

i i i i i i
C C C

i i i

F x F y F z
x y z

F F F

  
  

  
， ，

§3-6  重 心

 0 0 0

R 1 1C n nF F F     r F r F r F
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重力是地球对物体的吸引力，如果将物体看成由无数

的质点组成，则重力便构成空间汇交力系。由于物体的尺

寸比地球小得多，因此可近似地认为重力是个平行力系，

这力系的合力就是物体的重量。不论物体如何放置，其重

力的合力作用线相对于物体总是通过一个确定的点，这个

点称为物体的重心。

i i i i i i
C C C

i i i

Px Py Pz
x y z

P P P

  
  

  
， ，

二、重心
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对于均质物体、均质板或均质杆，其重心坐标分别为：

d d d
V V V

C C C

x V y V z V
x y z

V V V
  
  

， ，

d d d
A A A

C C C

x A y A z A
x y z

A A A
  
  

， ，

d d d
l l l

C C C

x l y l z l
x y z

l l l
  
  

， ，

均质物体的重心就是几何中心，即形心。
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1、简单几何形状物体的重心

如果均质物体有对称面，或对称轴，或对称中心，则

该物体的重心必相应地在这个对称面，或对称轴，或对称

中心上。简单形状物体的重心可从工程手册上查到。

三、确定物体重心的方法
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2、图示弓形面积可看成由扇形

OAMB去掉三角形OAB得到，由负

面积法可求得弓形的重心。扇形和

三角行的面积，重心位置查表可得；

故所求弓形体物块的重心的坐标为

[例] 图示均质等厚物块，其横截面积由半径为R的圆弧AMB

与弦AB所围成的弓形，试求其重心在其对称面中的位置。

解 1、在物块的对称面上建立图示

直角坐标系oxy，由对称性知，弓形

体物块的重心必在x轴上，故yc=0。
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aaa

aaa

cossin

cossin
3

2
sin

3

2

22

233

21

2211

RR

RR

AA

xAxA
xc











)2sin2(3

sin4

)cossin(3

)cos1(sin2 32

aa

a

aaa

aa









RR

扇形OAMB的面积 a21 RA 

其重心位置：
a

asin

3

2
1

R
x 

三角形OAB的面积

aaaa cossin)cos)(sin2(
2

1 2

2 RRRA 

其重心位置： )cos(
3

2
2 aRx 
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2、用组合法求重心

如果一个物体由几个简单形状的物体组合而成，而这些

物体的重心是已知的，那么整个物体的重心可由下式求出。

①分割法

i i i i i i
C C C

i i i

Px Py Pz
x y z

P P P

  
  

  
， ，

②负面积法

若在物体或薄板内切去一部分（例如有空穴或孔的物体），

则这类物体的重心，仍可应用与分割法相同的公式求得，只是

切去部分的体积或面积应取负值。
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解:用虚线分割如图，为三个小矩形，其面积与坐标分别为：
2

1 1 115mm 45mm 300mmx y A   ， ，
2

2 2 25mm 30mm 400mmx y A  ， ，

2

3 3 315mm 5mm 300mmx y A   ， ，

则

1 1 2 2 3 3

1 2 3

2mmi i
C

A x A x A x A x
x

A A A A

 
   

 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

27mmi i
C

A y A y A y A y
y

A A A A

 
   

 

[例]已知均质等厚Z字型薄板尺寸如图所示。求其重心坐标。

C1

C3

C2
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1 2 3

4 4( )
0

3 3

R r b
y y y


   

 
， ，

由 i i

C

A y
y

A



2 2 2

1 2 3( )
2 2

A R A r b A r
 

    ， ，

0Cx 由对称性，有

解：用负面积法，为三部分组成。设大半圆面积为A1，小半圆
（半径为r+b）面积为A2 ,小圆（半径为r）面积为A3。

[例]已知等厚均质偏心块的R=100mm，r=17mm，b=13mm。
求其重心坐标。

得 1 1 2 2 3 3

1 2 3

40.01mmC

A y A y A y
y

A A A

 
 

 
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解一：（组合法）建立如图坐标：

a
a

aaaa

AA

xAxA
xC 6

5

2

2
122

21

2211

3

2










a
a

aaaa

AA

yAyA
yC 6

5

2

2
32

2
12

21

2211

3

2










解二：（负面积法）

a
aa

aaaa

AA

xAxA
xC 6

5

22

2
322

21

2211

)(4

)(4












a
aa

aaaa

AA

yAyA
yC 6

5

22

2
322

21

2211

)(4

)(4












[例]求图示均质板重心的位置。

x

y

a

a
a

a

C1

C2

O

x

a

a

a
a

C2

C1

O

y
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3、用实验方法测定重心的位置

①悬挂法
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1CP x F l   1
C

F
x l

P
则

后轮升高同理有
2

C

F
x l

P
 

2 22 1 1
C

F F
z r l H

P H


    

②称重法

' cos sinC Cx x h  

sin
H

l
 

2 2

cos
l H

l





' cosl l 图中几何关系

l

xĆ

´





理论力学 中南大学土木建筑学院 70



理论力学 中南大学土木建筑学院 1



理论力学 中南大学土木建筑学院 2

前几章我们把接触表面都看成是绝对光滑的，忽略

了物体之间的摩擦，事实上完全光滑的表面是不存在的，

一般情况下都存在有摩擦。[例]

平衡必计摩擦



按接触面的运动情况看摩擦分为：

滑动摩擦，滚动摩擦
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1、定义：两接触物体，产生相对滑动趋势时，其接触面

产生阻止物体相对运动趋势的力叫静(滑动)摩擦力。

（ 就是接触面对物体作用的切向约束力）

一、静滑动摩擦力

所以增大摩擦力： ①加大法向压力FN；

的途径为 ②加大静摩擦因数fS 。

max S NF f F  （f S— 静滑动摩擦因数）

②临界：（将滑未滑）最大静摩擦力

2、状态： ①静止： FS=F ； FS随F的增加而增加，
但有一临界值。

§4-1  滑动摩擦

FN

P

FS

F
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3、 特征： 大小： （平衡范围）满足

静摩擦力特征：方向：与物体相对滑动趋势方向相反

定律：

（ f s只与材料和表面情况有关，与接触面积大小无关。）

S max0 F F  0xF 

max S NF f F 

二、动滑动摩擦力 （与静滑动摩擦力不同的是产生了滑动）

大小： （无平衡范围）

动摩擦力特征：方向：与物体运动方向相反

定律：

（f 只与材料和表面情况有关，与接触面积大小无关。）

d NF f F 

d NF f F 
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§4-2  摩擦角与自锁现象

一、摩擦角

①全约束力 即FR= FN + FS ，它与接触面的公法线成一偏

角j ，当物体处于临界平衡状态，即静摩擦力达到最大值

Fmax时,偏角j达到最大值jf，全约束力与法线夹角的最大

值jf叫做摩擦角。

FN

Fs

FR

j
FNj

Fmax

FR

j f

②计算 max s N
f s

N N

tan
F f F

f
F F

j   
摩擦角的正切等
于静摩擦因数。
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③摩擦锥：顶角为2j f 的锥体。

当物块的滑动趋势方向改变时，全约束力作用线的方

位也随之改变；在临界状态下，FR的作用线将画出一个以

接触点A为顶点的锥面，称为摩擦锥。设物块与支承面间

沿任何方向的摩擦因数都相同，即摩擦角都相等，则摩擦

锥将是一个顶角为2jf的圆锥。

fj

FR



理论力学 中南大学土木建筑学院 7

④测定摩擦因数的一种简易方法
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物块平衡时，静摩擦力不一定达到最大值，可在零与

最大值Fmax之间变化，所以全约束力与法线间的夹角j也

在零与摩擦角jf之间变化，即

由于静摩擦力不可能超过最大值，

因此全约束力的作用线也不可能超

出摩擦角以外，即全约束力必在摩

擦角之内。

f0 j j  FN

Fmax

FR j

jf

二、自锁现象

将摩擦锥反向，判断主动力是否

在反向摩擦锥内来确定是否平衡。
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q

jf jf

jf

FR

FRA

A

j

1、如果作用于物块的全部主动力的

合力FR的作用线在摩擦角jf之内，则

无论这个力怎样大，物块必保持静止。

这种现象称为自锁现象。因为在这种

情况下，主动力的合力FR与法线间的

夹角q <jf，因此，FR和全约束力FRA

必能满足二力平衡条件，且q  j < jf 。

因为在公法线上有 N R0 cosyF F F q    

而
R R R N N f maxsin cos tan tan tanxF F F F F Fq q q q j    

所以在切线上必然平衡。
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q

jf jf

jf

FR

FRA

A

j

2、如果全部主动力的合力FR

的作用线在摩擦角jf之外，则

无论这个力怎样小，物块一定

会滑动。因为在这种情况下，

q > j f，而j ≤j f ，支承面的

全约束力FRA和主动力的合力

FR不能满足二力平衡条件。

应用这个道理，可以设法避

免发生自锁现象。
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3、自锁应用举例

斜面的自锁条件是斜面的倾角小于或

等于摩擦角。

斜面的自锁条件就是螺纹的自锁条件。

因为螺纹可以看成为绕在一圆柱体上的斜

面，螺纹升角就是斜面的倾角。螺母相

当于斜面上的滑块A，加于螺母的轴向载

荷P，相当物块A的重力，要使螺纹自锁，

必须使螺纹的升角小于或等于摩擦角jf。

因此螺纹的自锁条件是

f j

自锁应
用实列
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解：①作法线AH和BH

②作A，B点的摩擦角jf

交E，G两点

③E，G两点间的水平距

离CD为人的 活 动范围

[例] 水平梯子放在直角V形槽内，略去梯重，梯子与两个斜

面间的摩擦因数（摩擦角均为j f ），如人在梯子上走动，试

分析不使梯子滑动，人的活动应限制在什么范围内？

300600

A B

l

H

E

jf

jf

G

jf

jf

C D
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0 0 0

f f f

0 0 0

f f f

cos(30 ) sin(60 )cos(30 )

cos(60 ) sin(30 )cos(60 )

AC AE AB

BD BG AB

j j j

j j j

    

    

所以人在AC和BD段

活动都不能满足三力

平衡汇交的原理，只

有在CD段活动时，

才能满足三力平衡

汇交原理。

090 AGBAEB证明：由几何关系

300600

A B

l

H

E

jf

jf

G

jf

jf

C D
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[例]在隧道施工中，广泛采用各种利用摩擦锁紧

装置—楔联结。隧道支柱中的联结结构装置如图

所示。它包括顶梁I，楔块II，用于调节高度的螺

杆III及底座IV。螺旋杆给楔块以向上的推力FN1。

已知楔块与上下支柱间的静摩擦因数均为fs（摩

擦角jf）。求楔块不致滑出所需顶角的大小。

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅳ

q

解：研究楔块，受力如图

R1 R2F F 且两力必在同一直线上二力平衡条件

q

FR1

FR2

j1

j2

q
2 1 1 2 f    2q j j q j j j            

各处摩擦相同，
求能自锁的角q。

Fq

f
2

q j


 

scot fq 
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[例]图示为凸轮机构。已知推杆和滑道间的摩擦因数为fs，滑道宽度为b。

设凸轮与推杆接触处的摩擦忽略不计。问a为多大，推杆才不致被卡住。

b

a

e

B

M

d
A

A

aO

B
C

b

a极限

F

φf

φf

FRA

FRB

解：A、B处的全约束力只

能在摩擦角以内，即两力

作用线的交点只能在C或C

的右侧。由三力平衡汇交

定理可知，三力在C点右侧

汇交时，摩擦力未达到临

界状态，可以平衡。因此

a<a极限时，推杆不会被卡住。

f f

f

( ) tan ( ) tan
2 2

2 tan 2 s

d d
b a a

a a f

j j

j

   

    

lim lim

lim lin

2 s

b
a

f
lim

sf

b
a

2
 挺杆不被卡住。
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判断物体是否平衡问题

考虑摩擦时的平衡问题 求平衡范围问题

临界平衡问题

一、判断物体是否平衡问题

①假定物体平衡，将摩擦力FS作为未知力，指向可假设；

②由平衡方程求FS和FN。若FS为负值则与假设指向相反；

③计算Fmax=fSFN ，根据不等式|FS|≤ Fmax是否满足来判

断物体是否平衡。满足不等式则平衡，否则不平衡。

§4-3  考虑摩擦时物体的平衡问题
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二、求平衡范围问题（包括力与几何范围）

①设物体处于某种临界平衡，摩擦力达到最大值Fmax，其方

向不能假设，要根据物体运动趋势来判断；

②补充方程Fmax=fSFN ，由平衡方程求未知量；

③根据求得的某种临界平衡条件，分析其平衡范围。

三、临界平衡问题

①设物体处于临界平衡，摩擦力达到最大值Fmax，其方

向不能假设，要根据物体运动趋势来判断；

②补充方程Fmax=fSFN ，由平衡方程求未知量。
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解：取物块为研究对象

1.求F1的最大值F1max，受力分析如图。

[例]在倾角大于摩擦角jf 的固定斜面上放有重G的物块，为

了维持这物块在斜面上静止不动，在物块上作用了水平力F1。

试求该水平力的大小。


列平衡方程

1 max

N 1

0 cos sin 0

0 cos sin 0

x

y

F F F G

F F G F

 

 

          

          

补充方程 Fmax=fs FN

f
1max f

f

tan tan
tan( )

1 tan tan
F G G

 j
 j

j 


  



联立求解得

y x

FN

F1

Fmax


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2.求F1的最小值F1min，受力分析如图。

f
1min f

f

tan tan
tan( )

1 tan tan
F G G

 j
 j

j 


  



同理求解得

   f 1 ftan tanG F G j  j   

平衡时，F1的大小满足

y x

FN

F1

Fmax


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1minF

G
R2F

fj

1minF

R2FG

f j

G

1maxF

fj
R1F

R1F

1maxF

G

f j

解2：（几何法）

当物体处于向下滑动的临界平衡状
态时，受力如图，可得力三角形如图。
由力三角形可得：

1min ftan( )F G  j 

当物体处于向上滑动的临界平衡状
态时，受力如图，可得力三角形如图。
由力三角形可得：

1max ftan( )F G  j 

故力F1 应满足的条件为：

f 1 ftan( ) tan( )G F G j  j   
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解：考虑到梯子在临界平衡状

态有下滑趋势，做受力图。

[例]  梯子长AB=l，重为P，若梯子与墙和地面的静摩

擦因数 f s=0.5，求 多大时，梯子能处于平衡？

N

N

0 0 (1)

0 0 (2)

x B A

y A B

F F F

F F F P

 

 

                        

                 





 

  

s N s NA A B BF f F F f F                    

min min N min0 cos cos sin 0 (3)
2

A B B

l
M P F l F l                       
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注意，由于不可能大于 ，

所以梯子平衡倾角 应满足

90

0'0 908736 

2

s s
N N2 2 2

s s s1 1 1
A B B

f P f PP
F F F

f f f
  

  
， ，解得 代入（3）

2 2

s f
min f f

s f

0 '

min f

1 1 tan
tan ctg 2 tan( 2 )

2 2tan 2

2 36 87
2

f

f

j
 j j

j

 j

  
    


                  

得
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解2：（几何法）

当梯子处于向下滑动的

临界平衡状态时，受力如图，

显然 ，于是R RA BF F

min f

f f

2

2
2 2

CAD

ACD

 j

j j


   

 
             

故 应满足的条件是： f2
2 2

j 
 

  

P
A

B

min

C

fj

RAF

RBF

D

fj

fj

fj
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[例]  均质杆AB长为2b，重为P，放在半径为R的固定半圆柱

上，设各处摩擦因数均为f s, 求杆处于平衡时的最大值。

A

B
D

R
max

解：取最大值时杆处于临界平

衡状态，摩擦力为最大静摩擦力。

画AB的受力图，列平衡方程。

FNA

FND
FDmax

FAmaxP

A

C
D

b

max

N max max0 sin cos 0x D D AF F F F         （1）

N max NA0 cos sin 0y D DF F F F P          (2)

N( ) 0 cot cos 0A DM F F R Pb        (3)

补充方程
max s N max s ND D A AF f F F f F     

(1)+(2) ×fs得
s

N 2

s(1 )sin
D

f P
F

f 



(4)

(4)代入(3)得 s

2

s

cot cos
(1 )sin

f P
R Pb

f
 





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A

B
D

R
max

最后求得
2 s

max 2

s

sin
1

f R

f b
 



几何法：因为A、D两点同时达到临界状

态，所以两点处的全约束力与法线的夹
角均为摩擦角j，画受力图如图所示。

FRA



j

j A

B

C

D

b

E

P

FRD

j

j



j

900-j

-j∆ACE 0sin[90 ( )] sin

CE b

 j j


 

cos( )

sin
CE b

 j

j


    

∆CDE
sin( ) sin(90 )

CD CE

 j j


 

sin( )cos( )
sin( )

cos sin cos

sin cos

sin cos

CE
CD b

b b

 j  j
 j

j j j

 

j j

 
      

              
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A

B
D

R
max

FRA



j

j A

B

C

D

b

E

P

FRD

j

j



j

900-j

-j

sin cos
cot

sin cos
CD b AD R b

 


j j
       

2 2

2

s

2

s

sin sin cos tan cos

tan

1 tan

1

R R

b b

R

b

f R

f b

 j j j j

j

j

     

                                          


                                          

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[例]均质杆放在粗糙的水平面上，杆与地面的摩擦因数为f s, 杆与水平面

上的夹角为450。杆端用绳子拉住，试求绳子对水平线的倾角为多大时，

杆开始向右滑动。

A

B

450

F


解：因为A处达到临界状态，其全约束力与法线的夹角为
摩擦角j，画受力图如图。

FRA

j

三力平衡汇交如图所示。

P

C

D

450

900

j

∆ACD 0sin(135 ) sin

CD AC

j j




∆BCD 0 0sin( 45 ) sin(90 )

CD BC

 


 

0 0sin( 45 ) sin(135 )

cos sin

 j

 j

 
    BC=AC

展开得
s

1 1
tan 2 2

tan f


j
    解析法自己考虑求解



理论力学 中南大学土木建筑学院 28

[例]图示均质木箱重P=5kN，它与地面间的静摩擦因数fs =0.4。

图中h=2a=2m，q =300。求（1）当D处的拉力F =1kN时，木

箱是否平衡？（2）能保持木箱平衡的最大拉力。

h

a

q

A

D

P

F解：取木箱为研究对象，受力分析如图。
欲保持木箱平衡，必须

不发生滑动，即Fs≤Fmax= fsFN 。

不绕点A翻倒，即d > 0 。

Fs

d

FN
(1)判断是否平衡问题，假设木箱平衡，

列平衡方程

 

s

N

N

0 cos 0

0 sin 0

0 cos 0
2

x

y

A

F F F

F F P F

a
M hF P F d

q

q

q

        

        

         F

s

N

0.866kN

4.5kN

0.171 m

F

F

d







解方程得
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木箱与地面之间的最大摩擦力为

max s N 1.8kNF f F 

h

a

q

A

D

P

F

Fs

d

FN

s

N

0.866kN

4.5kN

0.171 m

F

F

d







因为 Fs<Fmax ，所以木箱不滑动。

又因为d > 0 ，所以木箱不会翻倒。

(2)求平衡时最大拉力，即求滑动临界与翻倒临界中的最小力F。

木箱发生滑动的条件为 Fs=Fmax= fsFN

联立平衡方程，求得 s

s

1.876kN
cos sin

f P
F

fq q
 


滑

s

N

0 cos 0

0 sin 0

x

y

F F F

F F P F

q

q

        

        

平衡

方程
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木箱绕 A 点翻倒的条件为 d=0，

代入下列平衡方程，得

h

a

q

A

D

P

F

Fs

d

FN

  N0 cos 0
2

A

a
M hF P F dq         F

1.443kN
2 cos

Pa
F

h q
 翻

由于F翻<F滑，所以保持木箱平衡的最大拉力为

F = F翻=1. 443kN
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大圆能越过小圆的条件是：大圆A点无约束力；小圆B点的
全约束力与法线的夹角不大于摩擦角。

F

P130习题4-18

A

根据三力平衡汇交定理：大圆重
力W1和拉力F交于E点，则C点处
的全约束力必通过E点。

W1

E

C

B

jB
FR

对于小圆而言，小圆重力W2和B

点全约束力FR交于B点，根据三
力平衡汇交定理，则C点处的全
约束力必通过B点。

W2

由图示三角形得： 2 2( ) ( )
2 2

D d D d
AB Dd

 
  

jC

jC

jC

几个角度关系

根据几何关系有： f stan tanC

AB Dd d
f

AE D D
j j    

注意：jC﹥jB，说明C处先
达到临界状态。为什么？ 小球平衡时力三角形自行封闭！
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[例] P131、4-22:已知A块重500N，轮B重1000N，D轮无摩擦，

E点的静摩擦因数 fSE=0.2，A点的静摩擦因数 fSA=0.5。

求：使物体平衡时块C的重量。

解：① A不动（即i点不产

生移动）求P

1 s N1'

   0.5 500 250N

A AF F f F  

  

由于
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0.5 500 250NA AF F    

15 ( 10 cos 10) 0AF P P      

15 15 250
208.3(N)

410[1 cos ]
10 (1 )

5

AF
P




   


 

P对E点取矩用力线平移定理和合力矩定理

( ) 0EM F 由 得

分析轮有

教材为20.83
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( ) 0iM F P由 可得

2

2

15 10 cos 5 0

3
(10 5cos ) 15 3(1000 )

5

4 9
(10 5 ) 3000

5 5

3000
         384.6(N)

7.8

F P P

P F P

P

P





     

    

            

 

② E 点不产生水平移动

2 S N2 N2

3
0.2 0.2(1000 )

5
EF f F F P     即
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③ B轮不向上运动，即FN2≥0

N20 sin 0;y BF F G P          

N2

3 1000
sin 1000 0 1666.7(N)

5 0.6
BF G P P P             

显然，如果i，E两点均不产生运动，P必须小于208.3N，即

max 208.3(N)P 
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[例]长为2l的均质杆AB搁在半径r为的均质圆柱体上，杆轴与圆柱轴互

相垂直，杆轴与圆柱重心在同一竖直平面内。A点为光滑铰支，其余

接触处的摩擦因数均为 fs。求平衡时杆与水平面夹角q 的最大值。

C

A
q

D

O

B

解：多点接触问题，以圆柱为研究对象

( ) 0O D CM F F r F r  

CD FF 

N N( ) 0C DA
M F F AC F AD W AC      

D点首先达到临界状态。 FD = fsFND = FC < fsFNC

N N0 cos siny D D CF F F W Fq q        

scos sin 1fq q 
0q

s2arctan fq 

（不合题意）

N N NC D DF W F F  

NCF

NDF

DF

O

W

CF
A

C

D

q

N N s N:C D D DF W F F f F   代入上式得
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§4-4  滚动摩阻的概念

当搬运重物时，若在重物底下垫上辊轴，则比直接将重

物放在地面上 推或拉要省力得多，这说明用辊轴的滚动来代

替箱底的滑动，所受到的阻力要小。车辆用轮子“行走”，

机

器重用滚动轴承，都是为了减少摩擦阻力。
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r
O

由实践可知，使滚子滚动比使它滑动省力，下图的受力分

析看出一个问题，即若此物体平衡，但不能完全满足平衡方程。

S

N

0 0

0 0

( ) 0 0( )

x

y

A

F F F

F F P

M F F r

       

      

       





 不成立

F与FS形成主动力偶使轮
滚动，但轮却可以平衡。

出现这种现象的原因是，

实际接触面并不是刚体，它们

在力的作用下都会发生一些变

形，如图：

P
F

FN

FS

A
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此力系向

A点简化

①滚阻力偶Mf随主动力偶（F , FS）的增大而增大；

滚动 ②0≦Mf≦ M max ，有个平衡范围;

摩阻 ③ M max 与滚子半径无关;

④滚动摩阻定律： M max = d FN，d 为滚动摩阻系数。

滚动摩阻力偶Mf 与主动力偶（F,FS）相平衡

进一步

简化

r

P
FO

A

r
O

P
F

A

FN

FS

Mf

FS

r
O

P
F

A

FN
d
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滚动摩阻系数 d 的说明：

①有长度量纲，单位一般用mm,cm；

②与滚子和支承面的材料的硬度和温度有关。

③ d 的物理意义见图示。

从图中看出，滚阻力偶Mf的力偶臂正是d（滚阻系数），

所以，d 具有长度量纲。

由于滚阻系数很小，所以在工程中大多数情况下滚阻力

偶不计，即滚动摩擦忽略不计。

FS

r
O

P
F

A

FN
d

滑动所需的主动力 max s N s=F F f F f P 滑

max N=
M F

F P
r r r

d d
 滚动所需的主动力

滚

一般情况下 sf
r

d
≪ 滚动比滑动容易。
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[例]搬运重物时下面常垫以滚木，如图所示。设重物重W,滚木重W ′，

半径为 r，滚木与重物间的滚阻系数为d，与地面间的滚阻系数为d′。

求即将拉动时水平力F的大小。P1334-29

W

W' W'
O1 O2

F
Fx= 0     F - F1 - F2 = 0                       (1) 

Fy= 0   - W - 2W' + FN1 + FN2 = 0      (2) 

解:1、取整体为研究对象画受力图。

F2

FN2

d′
F1

FN1

d′

2、取左面的滚木为研究对象画受力图。

O1

W'

A

F1

FN1

d′

F3

FN3 d MA(Fi) = 0   FN1(d + d' ) -2F1r - W' d = 0        (3)

3 取右面的滚木为研究对象得:

O2

W'

B

F2

FN2

d′

F4

FN4 d

MB(Fi) = 0   FN2(d + d' ) -2F2r - W' d = 0        (4)
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  2W W
F

r

d d d   




讨论: (1) 设W=1000kN ，W' =0 ， d =0.05cm ,

d‘ =0.20cm，r =12.5cm。代入得: F=10kN。

(2) 当 d = d =0 时 F = 0 。此时相当于把重物放在一个理想光滑面上。

联立(1)(2)(3)(4)式得:
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理论力学



刚体的平面运动是工程上常见的一种运动，

这是一种较为复杂的运动。对它的研究可以在研

究刚体的平动和定轴转动的基础上，通过运动合

成和分解的方法，将平面运动分解为上述两种基

本运动。然后应用合成运动的理论，推导出平面

运动刚体上一点的速度和加速度的计算公式。



§5–1   刚体平面运动的研究方法

§5–2   平面图形内各点的速度

§5–3   平面图形内各点的加速度

§5–4   机构运动分析

习题课

第五章 刚体的平面运动

D:/备份/工程力学多媒体课件（备份）/工力中文教学版/Lllxm.ppt


§5-1  刚体的平面运动方程

一．平面运动的定义

在运动过程中，刚体上任

一点到某一固定平面的距离始终

保持不变．也就是说，刚体上任

一点都在与该固定平面平行的某

一平面内运动．具有这种特点的

运动称为刚体的平面运动．



例如: 曲柄连杆机构中连杆AB的运动，

A点作圆周运动，B点作直线运动，因此，

AB 杆的运动既不是平动也不是定轴转动，

而是平面运动．



请
看
动
画



二．平面运动的简化

刚体的平面运动可以

简化为平面图形S在其自

身平面内的运动．即在研

究平面运动时，不需考虑

刚体的形状和尺寸，只需

研究平面图形的运动，确

定平面图形上各点的速度

和加速度．



三、平面运动分解为平动和转动

1.平面运动方程

为了确定代表平面运动刚体的平面图形的位置，我们只需

确定平面图形内任意一条线段的位置．

任意线段AB的位置可

用A点的坐标和AB与x轴夹

角表示．因此图形S  的位

置决定于 三个

独立的参变量．所以

,, AA yx



2．平面运动分解为平动和转动

当图形Ｓ上Ａ点不动时，则刚体作定轴转动

当图形Ｓ上 角不变时，则刚体作平动．

故刚体平面运动可以看成是平动和转动的合成运动．

,, AA yx

平面运动方程
)(1 tfxA 

)(2 tfyA 

)(3 tf

对于每一瞬时 t ，都可以求出对应的 ，图形S

在该瞬时的位置也就确定了。



例如 车轮的运动．

车轮的平面运动可以看成

是车轮随同车厢的平动和相对

车厢的转动的合成．

车轮对于静系的平面运动 （绝对运动）

车厢（动系Ax y ) 相对静系的平动 （牵连运动）

车轮相对车厢（动系Ax y）的转动 （相对运动）



我们称动系上的原点Ａ为基点，于是

车轮的平面运动

随基点A的平动 绕基点A'的转动

刚体的平面运动可以

分解为随基点的平动

和绕基点的转动．



平面图形Ｓ在ｔ时间
内从位置I运动到位置II

a. 以A为基点: 随基点A平动到A'B''后, 绕基点转 角到A'B'

b.以B为基点: 随基点B平动到A''B'后, 绕基点转 角到A'B'

图中看出：AB A'B''  A''B' ， 于是有21  

1

2

21
21

21
2

0

1

0
,      ; , limlim 















 dt

d

dt

d

tt tt

3.刚体平面运动的角速度

和角加速度



所以，平面运动随基点平动的运动规律与基

点的选择有关，而绕基点转动的规律与基点选取

无关．(即在同一瞬间，图形绕任一基点转动的

 ,都是相同的）基点的选取是任意的。(通常

选取运动情况已知的点作为基点)



曲柄连杆机构

AB杆作平面运动
平面运动的分解

（请看动画）



§5-2 平面图形内各点的速度

根据速度合成定理 ,rea vvv  则Ｂ点速度为：

BAAB vvv 

一．基点法（合成法）

取B为动点, 则B点的运动可视为牵连运动为平动和相对运动

为圆周运动的合成 ,, ABAB  方向大小  ,vv;vv;vv BArAeBa

指向与 转向一致．

取A为基点, 将动系固结于A点,
动系作平动。

Av已知：图形S内一点A的速度 ，

图形角速度 求：Bv



由于A, B点是任意的，因此 表示了图形上任

意两点速度间的关系．由于恒有 ，因此将上式在AB

上投影，有

BAAB vvv 

ABvBA

   
ABAABB vv  —速度投影定理

即 平面图形上任意两点的速度在该两点连线上的投影彼此

相等．这种求解速度的方法称为 速度投影法．

即平面图形上任一点的速度等于基点的速度与该点随图形绕基

点转动的速度的矢量和．这种求解速度的方法称为基点法，也

称为合成法．它是求解平面图形内一点速度的基本方法．

二．速度投影法



例1.曲柄连杆机构OA=AB=l，取柄OA以匀转动。 求：

当 =45º时, 滑块B的速度及AB杆的角速度。

a.基点法

b.速度投影法



解：机构中,OA作定轴转动,AB作

平面运动,滑块B作平动。

基点法（合成法）

研究 AB，以 A为基点，

且 方向如图示。, lvA 

















llABv

llvv

ll

vv

BAAB

ABA

AB

//

45tgtg

)(245cos/    

cos/





（ ）

根据 ,BAAB vvv 

在Ｂ点做速度平行四边形，如图示。



   
ABAABB vv 根据速度投影定理

cosBA vv 

)(245cos/       

cos/









ll

vv AB

 不能求出 AB

速度投影法 研究AB, ,

方向OA,  方向沿BO直线

lvA 

Bv



课堂练习．滚子A沿水平面作纯滚动，通过连杆AB带动滑块
B沿铅垂轴向上滑动。设连杆长l = 0.8m，轮心速度v0=3m/s。
求当A B与铅垂线成 时，滑块B的速度及连杆的角速
度。

30  



解：1.基点法
取A为基点，B点的速度

BAAB vvv 

330tan  AB vv

32BAv

3
2

5

8.0

32


AB

vBA
AB

(m/s)

(m/s)

（rad/s）

2.速度投影法    
ABAABB vv 

3
30cos

60cos
60cos30cos  ABAB vvvv （m/s）



二、插齿机传动机构如图所示。曲柄OA通过连杆AB带动
摆杆BC绕轴O1摆动，与摆杆连成一体的扇齿轮带动齿条使插
刀H上下运动。设曲柄OA长为r，其角速度为ω。求在图示位
置时插刀的速度。

acosα

)sin(  br
答案：vM=

课堂练习



1. 问题的提出

若选取速度为零的点作为基点，求解速度问题的计算会大

大简化．于是，自然会提出，在某一瞬时图形是否有一点速度

等于零？如果存在的话，该点如何确定？

所以反向恰与方向   .  ,   , AAPA vPAvAPv  

0Pv

平面图形S，某瞬时其上一点A速度 , 

图形角速度，沿 方向取半直线AL, 然后

顺的转向转90
o
至AL'的位置,在AL'上取长

度 则：/AvAP 

Av

Av

PAAP vvv 

三．瞬时速度中心法（速度瞬心法）

２．速度瞬心的概念



即在某一瞬时必唯一存在一点速度等于零，该点称为平

面图形在该瞬时的瞬时速度中心，简称速度瞬心．

３．几种确定速度瞬心位置的方法

①已知图形上一点的速度 和图形角速度，

可以确定速度瞬心的位置．（P点）

且Ｐ在 顺转向绕A点

转90º的方向一侧．

,   , A
A vAP

v
AP 



Av

Av

②已知一平面图形在固定面上作无滑动的滚

动, 则图形与固定面的接触点P为速度瞬心．



AB

vv
vva

BA

BA


   ,     )( 同向与

AB

vv
vvb BA

BA


   ,     )( 反向与

④ 已知某瞬时图形上A ,B两点速度

大小,且

BA vv ,

ABvABv BA    ,

(b)(a)

③已知某瞬间平面图形上A,B两点速度

的方向，且

过A , B两点分别作速度 的垂线,交点

P即为该瞬间的速度瞬心.

BA vv ,

BA vv   不平行

BA vv ,



另：对种(a)的情况，若vA＝vB，

则是瞬时平动．

⑤已知某瞬时图形上A,B两点的速度方向相同，且不与AB连线

垂直．

注意：瞬时平动与平动不同

瞬时平动构件上各点的速度都相等，但各点的加速度并不相等。

此时, 图形的瞬心在无穷远处,图形的角速度 =0, 图形上各

点速度相等, 这种情况称为瞬时平动. (此时各点的加速度不相

等)



例如:  曲柄连杆机构在图示位置时，连杆BC作瞬时平动．

而 的方向沿AC的， 。瞬时平动与平动不同ca
cB aa 

此时连杆BC的图形角速度 ，

BC杆上各点的速度都相等，但各点的加速度并不相等。

0BC

)(2  ABaa
n

BB
设匀，则



４. 速度瞬心法

利用速度瞬心求解平面图形上点的速度的方法,称为速度瞬心法.

平面图形在任一瞬时的运动可以视为绕速度瞬心的瞬时转

动，速度瞬心又称为平面图形的瞬时转动中心。

若P点为速度瞬心，则任意一点A的速度

方向AP，指向与一致。APvA



５. 注意的问题

速度瞬心在平面图形上的位置不是固定的，而是随时间不

断变化的。在任一瞬时是唯一存在的。

速度瞬心处的速度为零, 加速度不一定为零。不同于定轴转动

刚体作瞬时平动时，虽然各点的速度相同，但各点的加速

度是不一定相同的。不同于刚体作平动。



例2.曲柄连杆机构OA=AB=l，取柄OA以匀转动。 用瞬心

法求：当 =45º，0º，90º时, 滑块B的速度及AB杆的角速度。



)(2

//

,













lBPv

llAPv

lAPlv

ABB

AAB

A

（ ）

研究AB，已知 的方向，因此

可确定出P点为速度瞬心
BA vv ,

 =45º时



 =0º时

0

//

,







B

AAB

A

v

llAPv

lABAPlv





（ ）

vA

P



 =90º时

vA

vB

0

,





AB

ABA lvvlv







例3  曲柄肘杆压床机构

已知：OA=0.15m , n=300 rpm ,AB=0.76m,

BC=BD=0.53m. 图示位置时, AB水平

求该位置时的 、 及ABBD    
Dv

翻页请看动画
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例3 曲柄肘杆压床机构

已知:OA=0.15m,n=300 rpm,AB=0.76m,

BC=BD=0.53m. 图示位置时, AB水平.

求该位置时的 ， 及ABBD    
Dv

解：OA,BC作定轴转动,  

AB,BD均作平面运动

根据题意：

研究AB, P１为其速度瞬心

rad/s10
30

300

30



 

n

m/s 5.11015.0  OAvA

（ ）rad/s 16.7
376.0

25.1

60sin

5.1

1










ABAP

vA
AB

m/s 72.216.75.076.016.760cos1  ABBPv ABB 



m/s 72.21  ABB BPv 

研究BD, P2为其速度瞬心, 

BDP2为等边三角形

DP2=BP2=BD

rad/s 13.5
53.0

73.2

2


BP

vB
BD

)(m/s 72.213.553.02  BDD DPv 

（ ）



例4   行星齿轮机构

已知: R, r , o   轮A作纯滚动，求 21
, MM vv



例4  行星齿轮机构
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解：OA定轴转动; 轮A作平面运动, 瞬心P点

,)(2211 ooM rR
r

rR
rPMv  




ooA r

rR
rrRv 


     )( ）(

方向均如图示,)(2222 ooM rR
r

rR
rPMv  




例4   行星齿轮机构

已知: R, r , o   轮A作纯滚动，求 21
, MM vv



课堂练习．在四连杆机构中，曲柄OA的角速度ω0=3 rad/s，
当它在图示水平位置时，曲柄O1B恰好在铅垂位置。求此时
连杆AB和O1B的角速度。设OA=O1B=l，AB=2l。

答案：ωAB=ωO1B=1.73(rad/s)



课堂练习．平面机构如图所示，曲柄OA=100mm，以匀角速
度转动。连杆AB带动摇杆CD，并拖动轮E沿水平面作纯滚动。
已知CD=3CB，图示位置A、B、E三点在同一水平线上，O、
C和轮E与地面接触点也在同一水平直线上。且CD⊥ED，试
求此瞬时E点的速度及轮E的角速度。



P1

P2

P3



一、 平面机构中, 楔块M:  =30º, v=12cm/s ;   盘: r = 4cm , 与楔

块间无滑动．求圆盘的及轴O的速度和B点速度．

请
看
动
画

研究性学习



解：轴O, 杆OC, 楔块M均作平动,

圆盘作平面运动，P为速度瞬心

, cm/s 12vvA

rad/s 3230cos4/12cos/12/   rPAvA

)(m/s 343230sin4sin   rPOvo

m72
2

1
42242120cos2 2222  OBPOOBPOPB

) (      m/s 3.182143272 PBPBvB  

）(



用点的合成运动法求解



10  Cv
二、 一摆动导杆机构的尺寸和角度如图所示。已知角速度

rad/s，求滑块C的速度 。



解：A点的速度为 0.5Av OA a  

取滑块为动点，摇杆为动
参考系，则

reA vvv 

ve=vA于是



摆杆瞬心为E点
AE

CE

v

v

e

C 

aa
a

a
v

AE

CE
vv AeC 866.030cos25.0

30cos

2






所以



§5-3  平面图形内各点的加速度

取A为基点，将平动坐标系固结于A点

取B动点，则B点的运动分解为相对运动

为圆周运动和牵连运动为平动．
n

BABABArAeBa aaaaaaaa 


 ;    ; 

于是,由牵连平动时加速度合成定理 可得如下公式．rea aaa 

n

BABAAB aaaa 


一. 基点法 (合成法)
已知：图形S 内一点A 的加速度 和图形

的 , （某一瞬时）。

求：该瞬时图形上任一点B的加速度。

Aa



其中： ，方向AB，指向与一致；
，方向沿AB，指向A点。




ABaBA
2ABa

n
BA

即平面图形内任一点的加速度等于基点的加速度与该点随图形绕

基点转动的切向加速度和法向加速度的矢量和。这种求解加速度

的方法称为基点法，也称为合成法。是求解平面图形内一点加速

度的基本方法。

上述公式是一平面矢量方程。需知其中六个要素，方能求

出其余两个。由于 方位总是已知，所以在使用该公式

中，只要再知道四个要素，即可解出问题的待求量。

n

BABA aa ,

n

BABAAB aaaa 




n
BABA aa  ,


由于 的大小和方向随B点的不同而不同,所以总可以

在图形内找到一点Q，在此瞬时，相对加速度 大小恰与基

点A的加速度 等值反向，其绝对加速度

Q点就称为图形在该瞬时的加速度瞬心．

QAa

Aa 0Qa

b.一般情况下，对于加速度没有类似于速度投影定理的关
系式. 即一般情况下,图形上任意两点A, B的加速度

   
ABBABA aa 

即若平面图形在运动过程中某瞬时的角速度等于零，则该瞬时图

形上任意两点的加速度在这两点连线上的投影相等．

二．加速度瞬心．

[注] a.一般情况下,加速度瞬心与速度瞬心不是同一个点．

   
ABBABA aa 若某瞬时图形 =0, 即瞬时平动, 则有



c.由于加速度瞬心的位置不象速度瞬心那样容易确定，且一

般情况下又不存在类似于速度投影定理的关系式，故常采用

基点法求图形上各点的加速度或图形角加速度．

分析：

大小 ？ √     Ｒ Ｒw 2

方向 ？ √      √      √ 

故应先求出 ．

n

POPOOP aaaa 


RvO / （ ）

例4  半径为R的车轮沿直线作纯滚动, 已知轮心O点的速度

及加速度 ,求车轮与轨道接触点P的加速度．
Ov

Oa

解：轮O作平面运动，P为速度瞬心，



由于此式在任何瞬时都成立，且O点作直线运动，故而

R

a

dt

dv

Rdt

d OO 
1

 （ ）

由此看出，速度瞬心P的加速度并不等于零，即它不是加速度

瞬心．当车轮沿固定的直线轨道作纯滚动时，其速度瞬心P的加

速度指向轮心．

以O为基点，有 其中：

做出加速度矢量图，由图中看出：

（ 与 等值反向）

即

n
POPOOP aaaa 



R

v

R

v
RRaaRa OOn

POOPO

2

22 )(  ,   


n
POP aa  Oa


POa

)(/
2

 Rva OP



解：(a) AB作平动， ) , (   , 
n

B

n

ABABABA aaaaaavv 


BOAO

BOaAOa

BOvAOv

BA

BA

21

2211

2211

   

;/ ,/ 

;/ ,/







而

又





.; 2121  

例5 已知O1A=O2B,  图示瞬时 O1A/O2B

试问(a),(b)两种情况下1和 2，1和2是否相等？

(a) (b)



(b) AB作平面运动, 图示瞬时作瞬时平动, 此时 BAAB vv  ,0

21221121  ,/ ,/ ,   BOvAOvBOAO BA

 cossincossin
2

2222
2

1111  BOBOAOAO

BA aaAB  作瞬时平动时并由此看出即 ,   ctg2 21
2

112 

n

BABA

n

AA

n

BB aaaaaa  加速度

AB轴投影：



BAa

n

BAa



例6 曲柄滚轮机构，曲柄OA＝15cm， n=60 rpm，滚

子半径R=15cm。求：当 =60º时 (OAAB)，滚轮的

Ｂ，Ｂ。

翻页请看动画


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

解：OA定轴转动,AB杆和轮B作平面运动

研究AB：

rad/s 
3

2
153/30/ 1   APvAAB

（ ）

cm/s  30215

rad/s 230/6030/









OAv

n

A

P１为其速度瞬心

)(cm/s 320
3

2
15321  


ABB BPv

分析: 要想求出滚轮的Ｂ, Ｂ 先要求出vB, aB

P2

P1

vB

P2为轮速度瞬心



取A为基点， 2222 cm/s60)2(15  OAaA 指向O点

n

BABAAB aaaa 
 ),

3

320
)

3

2
(153( 222

BAABa AB

n

BA 沿


 

大小？ √ ？ √
方向√  √     √      √

作加速度矢量图，将上式向BA线上投影
n

BAB aa  0030cos 

)(cm/s5.131
3

40

2

3
/

3

320
30cos/ 222  n

BAB aa

rad/s25.715/320/ 2   BPvBB

2
2 rad/s77.815/5.131/  BPaBB

）(

）(

研究轮B：P2为其速度瞬心



课堂练习1．曲柄OA以匀角速度= 2rad/s绕O轴转动，并借助
连杆AB驱动半径为r的轮子在半径为R的园弧槽中作无滑动的
滚动。设OA = AB = R = 2r = 1m，求图示瞬时B点和C点的速
度和加速度。

2
B

v 

2.828
c

v 

8
B

a 

11.31
c

a 

答案： m/s 

m/s 

m/s2 

m/s2 



§5-4    机构运动分析

一个运动机构或运动系统是由多种运动的点

和刚体组成，各构件之间通过铰链、套筒、销钉、

滑块等联接点传递运动。由已知运动的构件，通

过对某些联结点和刚体的运动分析，确定机构中

所有构件的运动，称为机构运动分析。分析机构

运动时，先应分析各构件作什么运动，计算各联

结点速度和加速度，再计算待求未知量。



例7   行星齿轮减速机构。已知各齿轮的节圆半径r1、r2、r3，
求传动比i1H（即 /       ）。1 H

解：轮1与轮2的啮合点A的速度

211   APAOvA

2211 2  rr 

轮2与系杆H的联结点O2的速度

HO OOPOv   21222

Hrrr  )( 2122 

3121 )(2 rrrr 由于

Hrrr  )(2 2111 故

1

21

1

311
1

z

zz

r

rr
i

H

H










所以



例8   图示机构中，AB杆一端连接滚子A，滚子的中心A以
速度 cm/s沿水平方向匀速运动，AB杆活套在可绕O

轴转动的套管C内。求AB杆的角速度和角加速度。

16Av



解：（1）求AB杆的角速度

PA

vA
AB  28.1

5.12

16


PA

vA (rad/s)

ABABC CACPv   tan

6.928.1
8

6
68 22  （cm/s）

其中
5.12

8cos

2








CACA

PA


cm



（2）求AB杆的角加速度

取AB杆为研究对象。选A为基点，其上C’点的加速度为
n

ACACAC   aaaa


大小 ？ 0           ？ √

方向 ？ 0          √ √

ABAC ACa  

2

AB

n

AC ACa 其中

有三个未知要素，需另找补充方程。



由点的合成运动，取AB杆上C’点为动点，动系固定在套筒
上。由于牵连运动为转动，故加速度合成定理为

CreC aaaa 
大小 ？ 0        ？ √

方向 ？ 0       √ √

其中 28.1 ABe  rad/s

6.9 Cr vv cm/s 

576.246.928.122  reC va  （cm/s2）

式（1）、（2）相等

Cre

n

ACACA aaaaaa  



大小 √        ？ √        √      ？ √

方向 √ √ √ √ √ √

只有两个未知要素，可解。



将式（3）向 方向投影得


ACa 

576.24 CAC aa
cm/s2

4576.2
68

576.24

22






 

AC

a AC

AB



 rad/s2



8
tan)( 1 tv

t A

16Av

28.1

，

设t = 0时，AB杆的位置沿铅垂线，则AB杆的转动方程为

2264

8

tv

v

A

A




求导数
222

3

)64(

16

tv

tv

A

A
AB




再求导数

时，并以6tvA
st 8/3当 ，即 cm/s代入上两式，

得

另解：用分析法给定AB杆的转动方程 ，然后对时
间t求导数，可求得 )(tAB   )(tAB   ，将更简单。

α=α（t）

4576.2AB

rad/s

rad/s2



分析某点运动

1.建立点的运动方程求点的速度和加速度;

2.确定刚体的运动与其上一点的运动关系，用

点的合成运动或刚体平面运动理论分析相关的两个

点在某瞬时的速度和加速度。



分析同一平面运动刚体上两个点之间的速

度和加速度

可用刚体平面运动理论；

1.当两个刚体接触而又有相对滑动时，应用点的合成运

动理论分析此二刚体上相重合点的速度和加速度；

2.复杂机构中，可以同时有点的合成运动和刚体平面运

动问题，可分别分析，综合运用点的合成运动和刚体平面运

动理论求解。



例9、导槽滑块机构 请看动画



例9 、 导槽滑块机构
已知：曲柄OA= r , 匀角速度转动, 连杆AB的中点C处连接一

滑块C可沿导槽O1D滑动, AB=l,图示瞬时O,A,O1三点

在同一水平线上, OAAB, AO1C= =30。

求：该瞬时O1D的角速度和角加速度。

解：OA, O1D均作定轴转动, 

AB作平面运动

 研究AB:  , 图示位置, 

作瞬时平动, 所以

 rvvrv AcB  ;

rvA 

用合成运动方法

求O1D杆上与滑块C 接触的点的速度

动点: AB杆上C (或滑块C ), 动系: O1D杆, 静系: 机架



绝对运动：曲线运动 ，方向

相对运动：直线运动， ，方向// O1D

牵连运动：定轴转动， ，方向 O1D

rvv ca 

?rv

?ev

根据 ，作速度平行四边形rea vvv 

 rrvv Ce 2

3
30coscos  









l

r

l

r

CO

v

COv

e
DO

DOe

2

3

sin/
2

23
  

  

1

1

1

1



又

）(

这是一个需要联合应用点的合成运动和刚体平面运动理论

求解的综合性问题．





刚体平面运动习题课
一．概念与内容

1. 刚体平面运动的定义

刚体运动时，其上任一点到某固定平面的距离保持不变．

2. 刚体平面运动的简化

可以用刚体上一个与固定平面平行的平面图形S在自身平

面内的运动代替刚体的整体运动．

3. 刚体平面运动的分解

分解为

4. 基点

可以选择平面图形内任意一点,通常是运动状态已知的点．

随基点的平动（平动规律与基点的选择有关）
绕基点的转动（转动规律与基点的选择无关）



5. 瞬心（速度瞬心）

任一瞬时,平面图形或扩大部分都唯一存在一个速度为零的点

瞬心位置随时间改变．

每一瞬时平面图形的运动可视为绕该瞬时瞬心的转动．这

种瞬时绕瞬心的转动与定轴转动不同．

  =0, 瞬心位于无穷远处, 各点速度相同, 刚体作瞬时平动, 

瞬时平动与平动不同．

6. 刚体定轴转动和平面平动是刚体平面运动的特例．

7. 求平面图形上任一点速度的方法

基点法：

速度投影法：

速度瞬心法：

其中，基点法是最基本的公式，瞬心法是基点法的特例．

为基点Avvv BAAB      , 

   
ABAABB vv 

为瞬心一致与 PBPvBPv BB  .   ,  ,  



8. 求平面图形上一点加速度的方法

基点法： ，A为基点, 是最常用的方法

此外，当 =0,瞬时平动时也可采用方法

它是基点法在 =0时的特例。

n

BABAAB aaaa 


   
ABAABB aa 

9. 平面运动方法与合成运动方法的应用条件

平面运动方法用于研究一个平面运动刚体上任意两点的速

度、加速度之间的关系及任意一点的速度、加速度与图形

角速度、角加速度之间的关系．

合成运动方法常用来确定两个相接触的物体在接触点处有

相对滑动时的运动关系的传递．



二．解题步骤和要点

1. 根据题意和刚体各种运动的定义，判断机构中各刚体的运动

形式．注意每一次的研究对象只是一个刚体．

2. 对作平面运动的刚体，根据已知条件和待求量，选择求解速

度(图形角速度)问题的方法, 用基点法求加速度(图形角加速

度)

3. 作速度分析和加速度分析，求出待求量．

(基点法: 恰当选取基点，作速度平行四边形，加速度矢量图；

速度投影法: 不能求出图形 ; 

速度瞬心法：确定瞬心的位置是关键．）



解:OA定轴转动 ; AB, BC均作平面运动,

滑块B和C均作平动

求 cv

对AB杆应用速度投影定理：

 30cos60cos AB vv  oAB rvv 33 

对BC杆应用速度投影定理：
60sinBc vv 

)( ooc rrv 
2

3

2

3
3

一、已知：配气机构中，OA= r , 以等 o转动, 在某瞬时 = 60º

ABBC, AB=6 r , BC= .  求 该瞬时滑块C的

速度和加速度．

r33



求 ca

以A为基点求B点加速度：
n

BABAAB aaaa 


( a )

,,
22

AB

n

BAoA ABara   P1为AB杆速度瞬心，而 rAP 31 

22

1

3

2

3
6

33

o
on

BA

ooA
AB

rra

r

r

AP

v











)(   

,

作加速度矢量图, 

并沿BA方向投影

222

33

4

6060

oooB

n

BAAB

r
rra

aaa

 

   coscos    



)(      baaaa
n

CBCBBc 


作加速度矢量图, 

P2 为BC的瞬心,而 P2C = 9 r

再以B为基点, 求 ca

69

1

2

3

2

o
o

c
BC r

r
CP

v 
 

222

12

3

6
33 o

o
BC

n

CB rrBCa 


  )(

将 (b) 式在BC方向线上投影
222

12

3

12

3

2

3

3
30 ooo

n

CBBc rr
r

aaa   cos

[注]  指向可假设，结果为正说明假设与实际指向相同，

反之，结果为负，说明假设与实际指向相反．
cB aa ,

30º



二、 平面机构

请
看
动
画



二、 平面机构

图示瞬时, O点在AB中点,  =60º,

BCAB, 已知O,C在同一水平线上,

AB=20cm,vA=16cm/s ,

试求该瞬时AB杆, BC杆的角速度

及滑块C的速度．

解: 轮A, 杆AB, 杆BC均作平面运动, 套筒O作定轴转动, 滑块C平动.

取套筒上O点为动点, 动系固结于AB杆; 静系固结于机架,

rea vvv  , 由于 沿AB, 

所以 方向沿AB并且与 反向。 从而确定了AB杆上与O点接

触点的速度方向。

ra vv    ,0

ev
rv

研究AB, P1为速度瞬心



也可以用瞬心法求BC和vC，很简便

cm/s31631660

cm/s321622
60cos









tgvv

v
v

v

BCB

B
B

C

cm3103     OBBCBCv BCCB 

研究BC, 以B为基点, 

根据

作速度平行四边形
CBBC vvv 

cm/s 1611  AABABB vAPBPv 

rad/s 3
5

4

60sin/10

16

sin/

16

1





OAAP

vA
AB ）(

（ ）rad/s 6.1
310

316


BC

vCB
BC



三、导槽滑块机构 请看动画



解： 应用点的合成运动方法

确定CD杆上C点与AE杆上接触 点C'之间的速度关系

取CD杆上C为动点，动系固结于AE，静系固结于机架；则

(a)rcc vvv  '

应用平面运动方法确定AE上A、 C' 点之间速度关系

(b)AcAc vvv '

三、导槽滑块机构

图示瞬时, 杆AB速度 ，杆CD速度

及角已知，且AC= l , 

求导槽AE的图形角速度．

u
v



将 (b) 代入 (a) 得 , 作速度矢量图投至轴，

且v
C＝v，v＝u，有

rACAC vvvv  





sin cos          

  sincos       

 

 

uvv

vvv

AC

ACAC









即

l

uv

AC

v AC
AE




sincos 
  （ ）



四、图示为具有控制摇杆O1B的曲柄槽杆机构。曲柄OA

以 rad/s作匀速转动，当绕顺时针方向转到铅垂向上位
置时，控制摇杆O1B与水平线成60º角。此时其角速度和角加
速度分别为 rad/s， rad/s2，且都是顺时针转向。求
此瞬时槽杆BC的角加速度及滑块A相对于槽杆BC的加速度。
已知OA=232mm，O1B=500mm及O1O=1000mm。

20

31  61 





解：（1）速度分析

由于ve大小、方向均未知，vr大小未知，
无法直接求解，必须另列方程。

以杆BC为研究对象。取B为
基点，其上与连接滑块的销钉A

重合的 点的速度为A

BABA   vvv

大小 ？ √      ？
方向 ？ √     √

reA vvv 
取曲柄OA上的A为动点，动系连于杆BC上

大小 √       ？ ？
方向 √       ？ √

Ae vv 由于



rBABA vvvv  

大小 √     √      ？ ？
方向 √     √      √      √

所以

取投影轴x、y投影，得

rBA vvv   coscos

BABA vvv   sinsin

其中 64.420232.0  OAvA

5.135.011  BOvB

BCBA BAv （m/s）

（m/s）

 coscos BAr vvv  03.315cos)5.164.4( 

BA

vv

BA

v BABA
BC







  


sinsin

2
776.0

15sin)5.164.4(





将已知量代入解得

（rad/s）

（m/s）





（2）加速度分析

n

BABA

n

BBA   aaaaa


大小 ？ √      √      ？ √

方向 ？ √      √      √      √

CreA aaaa 

大小 √      ？ ？ √

方向 √      ？ √     √

由于 Ae  aa

Cr

n

BABA

n

BBA aaaaaaa  



大小 √         √      √       ？ √           ？ √

方向 √         √      √      √          √          √      √

有



取投影轴x、y投
影，得

r

n

BA

n

BBA aaaaa    sincossin

CBA

n

BBA aaaaa  

  cossincos

n

BAB

n

BAr aaaaa   cossin)( 4.25

BA

aaaa

BA

a CBA

n

BBA
BC







  


 sincos)(

125

（m/s2）

（rad/s2）

求得
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[例]

是指刚体的平行
移动和定轴转动

刚体的运动 平行移动、定轴转动
平面运动、定点运动、一般运动

简单运动
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OB作定轴转动

CD作平移
AB、凸轮均作平移
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一、刚体平移的定义

平行移动（平移）：刚体在运动中，其上任意两点连线

方向始终保持不变。

§6-1  刚体的平行移动

BA在运动中方向和大小始

终不变

它的轨迹
可以是直线

可以是曲线

直线平移、曲线平移

y

x

z

aB

vB

vA

aA

rA

rB

A

B B1 B2

A2

A1

O

( ) ( )A A B B t t ，r r r r A B BA r r r
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得出结论:即

二、刚体平移的特点

平移刚体在任一瞬时各点的运动

轨迹形状，速度和加速度都一样。

即:平移刚体的运动可以简化为一个点的运动。

d d dd
( ) ( 0)

d d d d

A B BA
A B BA B

t t t t
      

r r r
v r r v

2 22

2 2 2

d dd
: ( )

d d d

A B
A B BA B

t t t
    

r r
a r r a同理

A2

B2

A1

B1

O Br

Ar


Av

Bv

Aa

BaB

A
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汽车直线平移行驶

C' D'

C D

A B

筛分机构

曲线平移
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一、刚体定轴转动

定轴转动:刚体运动时，有上或其扩展部分有两点保持不动。

通过两点的直线称为转轴,不在转轴上的各点都在垂直于转轴的

平面内做圆周运动。

二、转角和转动方程

 ____转角,单位弧度(rad)

 =f(t)______ 为转动方程

方向规定: 从z 轴正向看去,

§6-2  刚体的定轴转动

逆时针为正 顺时针为负
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三、定轴转动的角速度和角加速度

Δ 0

Δ d
 lim    

Δ dt t t

 
 


  定义 代数量1、角速度

( )f t  单位 rad/s若已知转动方程 ( )f t 
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2、角加速度

设当t 时刻为 , t +△t 时刻为 +△

2

20

d d
lim ( )

d dt
f t

t t t

  
 

 


    


单位:rad/s2 (代数量)

角加
速度

如果与同号，则转动是加速的；如果与异号，

则转动是减速的。

与同号,转动加速 与异号,转动减速

O



O



O



O


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3、匀速转动和匀变速转动

当 =常数，为匀速转动；当 =常数，为匀变速转动。

0

2

0

2 2

0

1

2

2

t

t t

  

  

  

 



 

  

常用公式
与点的运动相类似。

机器中的转动部件或零件，一般都在匀速转动情况下工作。
转动的快慢用转速n表示，其单位为转/分(r / min=rpm)。

则n与的关系为:
2

(rad/s)
60 30


 

 
n n
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[例]车细螺纹时，如果车床主轴的转速n0=300r/min，要求主轴在转两圈后

立即停车以便很快反转。设停车过程是匀变速转动，求停车过程中主轴的

角加速度。

0
0

π π 300
 rad s 10π rad s

30 30

n



  

2 2π rad=4π rad  

解：停车前，已知转速，可以求角速度。

主轴转两圈

0 主轴转动两圈后停止

2 2

0 2     
2

0 10π 2 4π  

2
2 2100π

rad s 39.27rad s
8π

    

负号表示 的转向与主轴转动方向相反，故为减速运动。
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§6-3  转动刚体内各点的速度和加速度

刚体定轴转动时，不在转轴上的各点都在垂直于转轴
的平面内作圆周运动，圆心在轴线O上，半径R等于点到转
轴的距离。
设刚体以从定平面A绕定轴转动到B处；转角。

定轴转动刚体上任一点做圆周运动

刚体上一点从MO转到M，
取MO为弧坐标原点。

方向: 沿圆周的切线,指向与转动方向一致

速度:
d d( ) d

d d d

s R
v R R

t t t

 
   

B

A
O

(+) R
v

OM

M



点的弧坐标: Rs 

一、角速度与v 的关系
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即：转动刚体内任一点速度的大小等于刚体角速度与该点

到轴线的垂直距离的乘积，它的方向沿圆周的切线而指向

转动的一方。



理论力学 中南大学土木建筑学院 14

B

A
O

(+) R v

OM

M






二、角加速度 与an ，at的关系

设角加速度如图所示

t

d d d
( )

d d d

v
a R R R

t t t


    切向加速度 ta

即：转动刚体内任一点的切向加速度(又称转动加

速度)的大小，等于刚体的角加速度与该点到轴线

垂直距离的乘积，它的方向由角加速度的符号决定，

当是正值时，它沿圆周的切线，指向角的正向；

否则相反。

法向加速度:
2 2

2

n

( )v R
a R

R





  

na

即：转动刚体内任一点的法向加速度(又称向心加速度)

的大小，等于刚体角速度的平方与该点到轴线的垂直距

离的乘积，它的方向与速度垂直并指向轴线。
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如果与同号，角速度的绝对值增加，刚体作加速转

动，这时点的切向加速度at与速度v的指向相同；如果与

异号，刚体作减速转动， at与v的指向相反。这两种情况

如图所示。

O





v

at

an

M

O





v

at

an

M
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(1) 在每一瞬时，转动刚体内所有各点的速度和加速度

的大小，分别与这些点到轴线的垂直距离成正比。

(2) 在每一瞬时，刚体内所有各点的加速度a与半径间的

夹角q 都有相同的值。

点的全加速度为：（一般情况下不合成）

2 2 2 4

t n

t

2

n

tan

a a a R

a

a

 


q



   

 
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解：圆轮在任一瞬时的角速度和角加速度为

d
2 4

d
t

t


    

2

2

d
2

d t


   

当t =1s时， =2rad/s， = 2rad/s2

因此轮缘上任一点M的速度和加速度为

0.4m/sv R 
2

t 0.4m/sa R  
2 2

n 0.8m/sa R 

方向如图所示。

ta

[例]半径R=0.2m的圆轮绕定轴O的转动方程 ，单位为弧度。

求t=1s时，轮缘上任一点M的速度和加速度。如在此轮缘上绕一柔软而不

可伸长的绳子并在绳端悬一物体A，求当t=1s时，物体A的速度和加速度。

tt 42 

O

M

A

R

v

na

因为 MA ss 

上式两边求一阶及二阶导数，则得 MA vv 
t

A Ma a

因此 0.4m/sAv 
20.4m/sAa  
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[例] 在刮风期间，风车的角加速度 ，其中转角

以rad计。若初瞬时 ，其叶片半径为0.75m 。
试求叶片转过两圈（ ）时其顶端 P 点的速度。

20.2 rad/s 

0 00 6rad/s  ，

4 rad  




P d d d d

d d d dt t

   
 

 
   

d
0.2

d


 




0

4

0
d 0.2 d




   



 

2 2 2

00.2(4 )

8.221rad/s

6.166m/sv R

 





  

 

 

解：
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[例]已知：重物A的aA=1m/s2（常数），初瞬时速度v0=1.5m/s。

方向如图示R=0.5m，r =0.3m。求：

①滑轮3s内的转数；

②重物B在3s内的行程；

③重物B在ｔ＝3s时的速度；

④滑轮边上C点在初瞬时的加速度；

⑤滑轮边上C点在ｔ＝3s时的加速度。
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t 21m/sC Aa a 解：① 因为绳子不可以伸长，所以有

2 2

0

1 1
3 3 2 3 18rad 2.86(

2 2 2
t t n


            


， 圈）

m4.5183.0  rs②

0.3 9 2.7m/sBv r   

t
21

2 rad/s
0.5

Ca

R
    （ ）常数

③
0 3 2 3 9 rad/st        （ ）

0

1.5
1.5m/s   3rad/s

0.5

C
C A

v
v v

R
    ， （ ）
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④ t = 0 时，

t 2

n 2 2 2

0

1m/s

0.5 3 4.5m/s

C A

C

a a

a R 

 

    

t 2 n 2 2 2 2

t

n

( ) ( ) 1 4.5 4.61 m/s

1
tan 0.222     12.5 

4.5

C C C

C

C

a a a

a

a
q q

     

    ，

⑤ t=3s 时，
t 2 n 2 21m/s 0.5 9 40.5m/sC A Ca a a R       

2

，

2 2 2 1
1 40.5 40.51m/s   tan 0.0247   1.41

40.51
Ca q q       ， ，
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0
2t sin 4 sin 30

5 rad/s
0.4

a a

R R

q



    

t sina R a q 解：

0

2 2 2

0

0

1 1
5 2.5

2 2
t t t t



  

     

        

[例]  已知：圆轮O由静止开始作等加速转动，OM＝0.4m，

在某瞬时测得

求： 转动方程， t =5s时，Ｍ点的速度和法向加速度的大小。

2 04 m/s 30Ma q ，

0 5    0.4 5 2Mt t v R t t         ，

当t =5s时， 2 5 10m/sMv   

2 2
n 210

250m/s
0.4

M

M

v
a

R
  
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[例]试画出图中刚体上Ｍ，Ｎ两点在图示位置时的速度和

加速度。
1 2 1 2( )O A O B O O AB ，
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我们常见到在工程中,用一系列互相啮合的齿轮来实现

变速,它们变速的基本原理是什么呢?  

一、齿轮传动

因为两齿轮间没有相对滑动

   A Bv v    

1 1 2 2R R     

§6-4  轮系的传动比

图中Ⅰ为主动轮，Ⅱ为从动轮。
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齿轮传动比=
主动轮转速
从动轮转速

1 1 2 2
12

2 2 1 1

n R Z
i

n R Z




   

适合链条传动

1

1

R1

O1 O2

R2

2
2

v1 v2

at
1 at

2
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显然当:                 时,                  ，为加速转动；

时,                  ，为减速转动。

12 1i  12  

12 1i  12  

大轮（主动轮）带动小轮（从动轮）

12i  主动轮转速
从动轮转速

1 1 2 2

2 2 1 1

n R Z

n R Z




   

小轮（主动轮）带动大轮（从动轮）

加速

减速
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三、多级传动（链轮系）

      

C GA A A B D E F
AH

H H B C D E F G H

AB BC CD DE EF FG GH

n
i

n

i i i i i i i

      

       
        

      

BA vv    (而不是 方向不同 )         A Bv v

 BBAA rr  皮带传动
A

B

B

A
AB r

r
i 





设有： A,B,C,D,E,F,G,H 轮系，则总传动比为：

总传动比等于各级传动比的连乘积

二、带轮系传动
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[例]下图是一减速箱，它由四个齿轮组成，其齿数分别为

Z1=10，Z2=60，Z3=12，Z4=70。(a)求减速箱的总传动比i13；

(b)如果n1=3000r/min，求n3。

1

3
n1

4

2

n3
n2

解：求传动比： 1 1 2 2 4
13

3 2 3 1 3

34.8
n n n Z Z

i
n n n Z Z

    

则有： 1
3

13

3000
86r/min

34.8

n
n

i
  
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§6-5  角速度和角加速度的矢量表示
点的速度和加速度的矢量表示

一、角速度和角加速度的矢量表示

角速度矢量 从转轴上任一点画出，指向由

右手法则确定。   

以 表示z轴的单位矢量，如图，则k

z



k


  k k

对上式求导，

则角加速度矢量
d d

d dt t


  k k




z



k


如图。

角速度矢量和角加速度矢量均为滑动矢量。当

二者方向相同时，刚体越转越快；当二者方向相反

时，刚体越转越慢。
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二、刚体内任一点的速度和加速度的矢积表示
z



R

r





M

v


r



O

q

如图，在轴线上任选一点O为原点，

动点的矢径用 表示，则点M的速度可

以用角速度矢与它的矢径的矢量积表示。
r

 v r

将上式对时间求一阶导数，有

d d d d
( )

d d d dt t t t
      

v r
a r r


 

即    a r v 

于是
t  a r

n  a v

z

R

r





M

v


r




O

q





r 

ta

v




na

如图所示。



理论力学 中南大学土木建筑学院 31



理论力学 中南大学土木建筑学院 1



理论力学 中南大学土木建筑学院 2

研究点和刚体的运动

地面为参考系

不同参考系上观察物体
的运动会有不同的结果 相对于地面运动

的物体为参考系

实际问题中需要
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相对某一参考体的运动可由相对于其他参考体的
几个运动的组合而成－合成运动。
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§7-1  点的合成运动概念

动 点

定 系 动 系

绝对运动 相对运动

绝对速度

绝对加速度

av

aa

相对速度

相对加速度

rv

ra

点的运动

固结于地面上的坐标系 固结于相对于地面
运动物体上的坐标系

绝对轨迹
相对轨迹

牵连运动

动系相对于定系的运动

刚体运动
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动 点 动 系

不同瞬时，动点在
动系中的位置不同。

牵连点

设想该瞬时将该动点固结在动系上，而随着动系一起

运动所具有的速度和加速度。即受动参考系这个刚体

的拖带或牵连而产生的速度和加速。

相对运动

牵连点是动系上的点，不同瞬时牵连点不同！

在某瞬时，动系中
与动点相重合的点。

牵连点对定系的速度和加速度分别称为

的牵连速度 与牵连加速度ev
ea动点
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动点： AB杆上A点

动系：固结于凸轮上

定系：固结在地面上

凸
轮
顶
杆
机
构
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绝对运动：铅直运动

相对运动：曲线(圆弧)运动

牵连运动：凸轮直线平移
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av绝对速度 ： 相对速度： rv 牵连速度： ev
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绝对加速度：

相对加速度：

牵连加速度：

aa

ea

ra
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动点：AB杆上的A点
动系：偏心轮

绝对运动：直线
相对运动：圆周（曲线）
牵连运动：定轴转动
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绝对运动：曲线（圆周）

相对运动：直线

牵连运动：定轴转动

圆
轮
摇
杆
机
构

动点：A（在圆盘上)
动系：O'A摆杆

定系：机架
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摇杆滑道机构

绝对运动：点A的水平直线运动；
相对运动：点A沿OB轴线的运动；
牵连运动： OB杆的定轴转动。

动点:销子A (CD上);  动系: 固结于OB。
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曲柄滑块机构

动点:O1A上A点; 

动系:固结于BCD上。

绝对运动：圆周运动;

相对运动：直线运动;

牵连运动： BCD平移

动点: BCD上的套筒F点; 

动系:固结于O2E上。

绝对运动：直线运动；
相对运动：直线运动；
牵连运动：定轴转动。

再选
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刨床机构
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相对轨迹不清楚，无法确定相对速度和相对加速度的方位。
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相对轨迹不清楚，无法确定相对速度和相对加速度的方位。
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相对轨迹清楚，可以确定相对速度和相对加速度的方位。
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 

 

x x t

y y t






绝对运动运动方程

 

 

x x t

y y t

 

 

相对运动运动方程

动点：M 动系： ' ' 'O x y

绝对、相对和牵连运动之间的关系

cos sin

sin cos

O

O

x x x y

y y x y

 

 





   


   
由坐标变换关系有
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建立动点的绝对速度，相对速度和牵连速度之间的关系。

1MM＝'MM ＋ '1MM

当t → t+△t AB → A'B'

M → M'

也可看成M → M１ → M´

MM ' 为绝对轨迹

MM ' 为绝对位移

M1M '       为相对轨迹

M1M ' 为相对位移

t将上式两边同除以 后，

0t 时的极限，得取 1 1

0 0 0
lim lim lim

t t t

MM M MMM

t t t     


 

  

§7-2  点的速度合成定理

一、证明
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说明：va—动点的绝对速度；

vr—动点的相对速度；

ve—动点的牵连速度，是动系上一点(牵连点)的速度

①动系作平移时，动系上各点速度都相等;

②动系作转动时，ve必须是该瞬时动系上与

动点相重合点的速度。

即在任一瞬时动点的绝对速度等于其牵连速度与相对速度的

矢量和，这就是点的速度合成定理。

a e r  v v v
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M O
 r r r

x y z       r = i j k

M M r r

r

d d d d

d d d d

x y z

t t t t

   
   

r
v = = i j k

动系上与动点重合的点(牵连点)在定
系中的矢径记为rM' ，在图示瞬时有

相对速度vr是动点相对于动参考系的速度，因此i ' 、j ' 、k '

是常矢量。这种导数称为相对导数。

动点的相对速度vr为

rM

rO'

r'

M(M')

O'

j'
k'

i'

y'

z'

x'

x

y

z

O

数学证明
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rM

rO'

r'

M(M')

O'

j'
k'

i'

y'

z'

x'

x

y

z

O

e

dd d d d

d d d d d

OM x y z
t t t t t


  

    
rr i j k

v = =

a

e r

dd d d d d d d

d d d d d d d d

OM x y z
x y z

t t t t t t t t


     

          

 

rr i j k
v = = i j k

= v v

动点的牵连速度ve为

牵连速度是牵连点M'点的速度，

该点是动系上的点，因此它在动

系上的坐标x'、y'、z'是常量。

动点的绝对速度va为
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点的速度合成定理是瞬时矢量式，共包括大小‚方向

六个元素，已知任意四个元素，就能求出其他两个。

二、应用举例

解：选取动点: 物块A，动系: 小车

相对运动: 铅直直线;

相对速度vr =v2 ↑

牵连运动: 平移; 

牵连速度ve=v1 →

绝对运动: 曲线，轨迹未知;

绝对速度va 的大小、方向待求。

[例]  桥式吊车 已知：小车水平运行，速

度为v1，物块A相对小车垂直上升的速度

为v2。求物块A的运行速度。

v1

v2 A

作出速度平四边形如图示，则
物块Ａ的速度大小和方向为

由速度合成定理： a e r v v v

ve

vr
va

2 2 2 2

a e r 2Av v v v v v    1

2arctan
v

v
 

1


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由速度合成定理 va= ve + vr ，

作出速度平行四边形 如图示。

解：动点取直杆上A点，动系固结于圆盘。

绝对速度 va = ?  待求，方向//AB

相对速度 vr = ?  未知，方向CA

牵连速度 ve =OA = 2e， 方向 OA

0

a e

2 3 2 3
tan30            ( )

3 3
ABv v e v e      

[例]  圆盘凸轮机构

已知：OC＝e， ，（匀角速度）

图示瞬时， OCCA 且 O、A、B三点共线。

求：从动杆AB的速度。

eR 3

va

ve

vr


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[例]刨床的急回机构如图所示。曲柄OA的角速度为，通过

滑块A带动摇杆O1B摆动。已知OA=r，OO1=l，求当OA水平

时O1B的角速度1。



A

O1

O



B

e a

2

e 1 1
2 2

sin sin

( )

v v r

r
v O A

l r

  




 

  


2
2 2

1 1 2 2
( )

r
O A l r

l r


   



ve

va vr

1

解：取OA杆上A点为动点，摆杆O1B为动系。

绝对速度 va = r，方向 OA

相对速度 vr  = ?   ，方向//O1B

牵连速度 ve = ?   ，方向O1B
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由上述例题可看出，求解合成运动的速度问题的一般步骤为：

①选取动点，动系和定系（工程问题选地面不作说明）；

②三种运动的分析；

③三种速度的分析；

④根据速度合成定理 作出速度平行四边形。

根据速度平行四边形，求出未知量。
a e r v v v

恰当地选择动点、动系是求解合成运动问题的关键。

动点、动系的选择原则

①动点、动系和定系必须分别属于三个不同的物体，否则绝

对、相对和牵连运动中就缺少一种运动，不能成为合成运动

②动点相对动系的相对运动轨迹要易于直观判断。

（已知绝对运动和牵连运动求解相对运动的问题除外）
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解：以小环M为动点，动系取在AB杆上，动点的速度合成

矢量图如图。

由图可得：

e
a

sin sin

v u
v

 
 

e

a

sin
v

v
 

[例]水平直杆AB在半径为r的固定圆环上以匀速u竖直下落，

如图。试求套在该直杆和圆环交点处的小环M的速度。

u

A B

O

M

r


vr

va

ve
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解：取套筒A为动点，动系与OC

固连，分析A点速度，有

e a sin sinv v v  

[例]求图示机构中OC杆端点C的速度。其中v与已知，

且设OA=a, AC=b。

v

A



B

C

O

vC

OC

e sin
OC

v v

OA a


  

sinC OC

a b
v OC v

a
 


  

a e r v v v
va

ve

vr
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分析：相接触的两个物体的接触点位置都随时间而变化，

因此两物体的接触点都不宜选为动点，否则相对运动的分析

就会很困难。这种情况下，需选择满足上述两条原则的非接

触点为动点。可以发现，凸轮上C的轨迹是直线，若选OA为

动系，其相对轨迹也容易确定是直线。

[例] 已知: 凸轮半径r , 图示位置时其速度为v，=300。杆

OA靠在凸轮上。 求：杆OA的角速度。

x

 v
O

A

C
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x

O

A

C

解: 取凸轮上C点为动点, 

动系固结于OA杆上。

绝对运动: 直线运动, 

绝对速度:

相对运动: 直线运动, 

相对速度:

牵连运动: 定轴转动, 牵连速度:

a   v v ， 方向



e    v OC OC   ， ，未知 待求  方向

rv ，未知   方向 OA

av

rv

ev

如图示。根据速度合成定理
a e r v v v 作出速度平行四边形

e a

3
tan

3
v v v   e 2 ,   

sin

r
v OC r  


    又

e 1 3 3
    

2 2 3 6

v v
v

r r r
     （ ）
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M

[例]p1947-13AB杆以速度v1向上作平移，CD杆斜向上以速度v2

作平移，两条杆的夹角为，求套在两杆上的小环M的速度。

B

C

D


A

v2

v1

ve1

vr1

vr2ve2

va

解取M为动点，AB为动坐标系，相对速度、牵连速度如图。

取M为动点，CD为动坐标系，
相对速度、牵连速度如图。

由上面两式可得：

a e1 r1 v v v

a e2 r2 v v v

e1 r1 e2 r2  v v v v

其中 e1 1 e2 2, v v v v
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1 2 r2

r2 1 2

cos sin

( cos ) / sin

v v v

v v v

 

 

 

  

将等式两边同时向y轴投影：

则动点M的绝对速度为：

2 2 2 21 2
a e2 r2 2

2 2

1 2 1 2

cos
( )

sin

1
2 cos

sin

v v
v v v v

v v v v









  

  

=

 MA
B

C

D

v2

v1

ve1

vr1

vr2
ve2

va

y
e1 r1 e2 r2  v v v v
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[例] 在水面上有两只舰艇A和B均以匀速度v =36 km/h 行驶，

A舰艇向东开，B 舰艇沿以O 为圆心、半径R=100m的圆弧

行驶。在图示瞬时，两艇的位置S=50m,  =30°，试求：

（1）B艇相对A艇的速度。（2）A艇相对B艇的速度。

东

北



B

A

R

O
S

解：（1）求B艇相对于A艇的速度。
以B为动点，动系固连于A艇。
由速度矢量图

a1 e1 r1Bv v v v  

e1 a1A Bv v v v v   

r1 2 cos30 62.4(km/h)v v 

ve1

va1vr1

300

300

所以，得图示角度。



理论力学 中南大学土木建筑学院 44

东

北



B

A

R

O
S

(2)求A相对于B的速度，以A为动点，动系固连于B艇。

e2 50 18(km/h)
2

Bv v v
v OA

R R
     

a2 Av v v 

2 2

r2 e2 a2 40.2(km/h)v v v  

e2

a2

18
tan 0.5

36

v

v
   

26 34 

可见，A相对B的速度并不一定等于B相对A的速度。

ve2

va2

vr2


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§7-3  牵连运动为平移时点的加速度合成定理

设有一动点M按一定规律沿着固连于动系O′x′y′z′的曲线AB运

动,曲线AB同时又随同动系O′x′y′z′ 相对定系Oxyz平移。

O′

x′

y′

z′

aO′

O

x

y

z
vO′

A

B

M

a e rv v v 

由于牵连运动为平移，故

由速度合成定理

e ' e '   O Ov v a a ，

d ' d ' d '

d d d

x y z
v i j k

t t t
    r 

a

d ' d ' d '

d d d
O

x y z
v v i j k

t t t


     

对t求导
2 2 2

a
a 2 2 2

d d d ' d ' d '

d d d d d

Ov v x y z
a i j k

t t t t t

       
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a e r  a a a   —牵连运动为平移时点的加速度合成定理

即当牵连运动为平移时，动点的

绝对加速度等于牵连加速度与相

对加速度的矢量和。

2 2 2

'
' e r 2 2 2

d d ' d ' d '

d d d d

O
O

v x y z
a a a i j k

t t t t
      ，    

t n  a a a 

t n t n t n

a a e e r ra a a a a a    ∴一般式可写为：

O′

x′

y′

z′

aO′

O

x

y

z

A

B

M ae= aO′

ar
aa

(其中 为动系坐标的单位矢量，因为动系为平移，故

它们的方向不变，是常矢量，所以 )

' ' 'i j k， ，

d ' d ' d '
0 0 0

d d d

i j k

t t t
  ， ，
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解：取杆上的A点为动点，

动系与凸轮固连。

[例]  已知：凸轮半径R，v0，a0。

求： =60o时, 顶杆AB的加速度。
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由速度合成定理
a e r , v v v

作出速度平行四边形，如图示。

e 0
r 0

2

sin sin60 3
o

v v
v v


  

绝对速度va = ? , 方向//AB ；绝对加速度aa=?, 方向//AB，待求。

相对速度vr  = ? , 方向CA;  相对加速度ar
t =?  方向CA

, 方向沿CA指向C

牵连速度ve=v0 , 方向 →   ;    牵连加速度 ae=a0 ,  方向→

n 2

r r /a v R

va

ve

vr


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因牵连运动为平移，故有

t n

a e r r  a a a a

2
n 2 2 0
r r 0

42
    / ( ) /

33

v
a v R v R

R
  其中

将上式投影到x轴上，得

n

a e rsin cosa a a  
2

n 0
a e r 0

4
( cos ) / sin ( cos60 ) / sin 60

3

v
a a a a

R
    

整理得
2

0
a 0

3 8
( )

3 3
AB

v
a a a

R
  

作加速度矢量图如图示

xaa

ae
ar

n

ar
t


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[例]平底顶杆凸轮机构如图所示，顶杆AB可沿导轨上下移动，偏心圆盘

绕轴O转动，轴O位于顶杆轴线上。工作时顶杆的平底始终接触凸轮表面。

该凸轮半径为R，偏心距OC = e，凸轮绕轴O转动的角速度为，角加速度

为a。求OC与水平线成夹角时顶杆的速度和加速度。

B

A

C

O 

y

xa



M

解1 用运动方程求解。因推杆作平移，

其上各点的速度和加速度都相同，现取

推杆上与凸轮的接触点M分析：

2

sin

d d
cos cos

d d

d d d
cos sin

d d d

cos sin

y R e

y
v e e

t t

v
a e e

t t t

e e




  

 
  

a   

 

  

  

 
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B

A

C

O 

y

xa



M

解2 取圆盘的中心C为动点，动系与平底推杆

AB固连。分析动点的速度和加速度如图所示。

ve

va

vr



av e

e a cos cosABv v v e    

n 2

aa e t

aa ea

n t

a a e r  a a a a

n

aa

t

aa ea

ra C





n t

e a a

2

sin cos

cos sin

ABa a a a

e e

 

a   

   

 

可求得：

向y轴投影：

n t

a a esin cos-a a a  
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上一节我们证明了牵连运动为平移时的点的加速度合成

定理，那么当牵连运动为转动时，上述的加速度合成定理是

否还适用呢？下面我们来分析一特例。

§7-4  牵连运动为转动时点的加速度合成定理

设一圆盘以匀角速度绕定轴Ｏ

顺时针转动，盘上圆槽内有一点M以

大小不变的速度 vr 沿槽作圆周运动，

那么M点相对于静系的绝对加速度应

是多少呢？
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2

r
r rconst

v
v a

R
 ，

相对运动为匀速圆周运动，

（方向如图）

由速度合成定理可得出

a e r r constv v v R v    

选点M为动点，动系固结与圆盘上，

则M点的牵连运动为匀速转动
2

e e  v R a R  ，

即绝对运动也为匀速圆周运动，所以

方向指向圆心Ｏ点

22 2
2a r r

a r

( )
2

v R v v
a R v

R R R


 


    



理论力学 中南大学土木建筑学院 54

分析上式： 还多出一项2vr 。

可见，当牵连运动为转动时，动点的绝对加速度aa 并不

等于牵连加速度ae 和相对加速度ar 的矢量和。那么他们之间

的关系是什么呢？ 2vr 又是怎样出现的呢？它是什么呢？

下面我们就来讨论这些问题，推证牵连运动为转动时点的加

速度合成定理。

2 2

r r e/      a v R a R ， ，

22 2
2a r r

a r

( )
2

v R v v
a R v

R R R


 


    
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三种速度分析

牵连速度

相对速度

绝对速度

t 瞬时在位置Ｉ t+t 瞬时在位置II

ev

rv

a e r v v v a e r
   v v v

e
v

r
v

可以看出，经过t 时间间隔，牵连速度和相对速度

的大小和方向都变化了。

设有已知杆OA在图示平面内以匀

绕轴O转动，套筒M（可视为点

M）沿直杆作变速运动。取套筒M

为动点，动系固结于杆OA上，定

系固结于机架。
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设动参考系O'x'y'z'以角速度e绕定轴转动，不失一般性，
取定坐标系的z轴为其转轴。设k'的端点A的矢径为rA，则A点
的速度既等于rA对时间的一阶导数，又可用矢积来表示，即

rO'
O'

j'
k'

i'

y'

z'

x'x

y

z

O

A

rA

e

e

d

d

A
A A

t
  

r
v r

A O
 r r k

e

d d
( )

d d

O
O

t t





   

r k
r k

e

d

d

O
O O

t


   

r
v r

e

d

dt


 

k
k
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同样可得i'、j'的导数。

e e e

d d d

d d dt t t

  
       

i j k
i , j , k  

2

r 2

d

d
x y z

t


      

r
a = = i j k

2

e 2

d

d

M
O x y z

t




       
r

a = = r i j k

2

a 2

e r

d

d

2( )

2( )

M
O x y z

t

x y z

x y z

x y z


       

      

      

         

r
a = = r i j k

+ i j k

+ i j k

a a i j k

k'

x

y

rM

rO'

r'

M(M')

O'

j'

i'

y'

z'

x'

z

O
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点的加速度合成定理：动系转动时，动点在某瞬时

的绝对加速度等于该瞬时它的牵连加速度、相对加

速度与科氏加速度的矢量和。

e e e

e

e r

2( ) 2[ ( ) ( ) ( )]

2 ( )

2

x y z x y z

x y z

                  

       

 

i j k ω i ω j ω k

ω i + j k

ω v

a e r e r2   a a a ω v

C e r2 a ω v令 ,称为科氏加速度，于是有

a e r C a a + a a 法国科里奥利。1792-1843
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牵连运动为转动时，加速度合成定理为

a e r Ca a a a  

一般式
t n t n t n

a a e e r r Ca a a a a a a     

一般情况下科氏加速度 的计算可以用矢积表示Ca

C e r2a v 

C r r: 2 sin(  , )a v  v 大小

方向：按右手法则确定。

r C0  180  (  // ), 0v a   或

r C r90  ( ), 2v a v    

vr
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
v

Ca

地球北半球
上水流的科氏加
速度

自然现象中的科氏加速度
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在北半球，河水向北流动时，河水的科氏加速度向左，

由动力学可知，河水必受右岸对水向左的作用力，河水因

此对右岸有反作用力。北半球的江河，其右岸都受有较明

显的冲刷。
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C2 20   ( // )a v点M2 的科氏加速度

解：点M1的科氏加速度

C1 12 sina v a 垂直板面向里。

[例] 矩形板ABCD以匀角速度 绕固定轴

z 转动，点M1和点M2分别沿板的对角线BD

和边线CD运动，在图示位置时相对于板的

速度分别为 v1和v2 ，计算点M1 、M2的科

氏加速度大小, 并图示方向。
DA

B C

C1a

工程中常见的平面机构中e和vr是

垂直的，此时aC=2evr；且真实的vr顺

e实际转向转90°就是aC的方向。
900

e

vr

aC
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解: 动点: 顶杆上A点； 动系: 凸轮 ;

[例] 已知凸轮机构以匀角速度 绕O轴转动，

图示瞬时OA= r，A点的曲率半径 , 已知。

求：该瞬时顶杆 AB的速度和加速度。

根据速度合成定理 a e r v v v
作出速度平行四边形，求得

va

ve

vr

a e tan tan ( )ABv v v r       

r e / cos / cosv v r   
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aa

n 2 2 2 2

r r / / cosa v r    相对加速度 方向沿n
t

r ? a  方向垂直n

ar
n

ar
t

a ?    //a AB ，方向绝对加速度

t n 2

e e e 0   

 

a a a r  ， ，牵连加速度 A指向O

ae
2

C r=2 2 /cosa v r  科氏加速度

vr顺的转向转900，即n的反方向。

aC

由牵连运动为转动时的加速度合成定理
t n

a e r r C   a a a a a

向 n 轴投影：
n

a e r Ccos cosa a a a    

2 2 2 2 2

a ( cos sec / 2 sec ) / cosABa a r r r            

2 3 2(1 sec / 2sec )r r      
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[例]刨床的急回机构如图所示。曲柄OA的角速度为，通过

滑块A带动摇杆O1B摆动。已知OA=r，OO1=l，求当OA水平

时O1B的角速度1角加速度a1 。



A

O1

O



B

解： 选取滑块A作为研究的动点，把
动系固定在摇杆O1B上。作速度矢图。

e a

2

e 1 1
2 2

sin sin

( )

v v r

r
v O A

l r

  




 

  


2
2 2

1 1 2 2
( )

r
O A l r

l r


   



ve

va vr

r
2 2

rl
v

l r






1
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

A

O1

O

B



1

a1

ar

aa

aC

由于动参考系作转动，因此加速度合成定理为：

2

aa r C 1 r2a v

a e r C r C      n t

e e
a a a a a a a a

2

r 1 2 22 2
,

rl r
v

l rl r

 
 


2 3

C 3
2 2 2

2

( )

r l
a

l r






t

e 1 1a O A a 假设a1的转向
为顺时针转向。

ae
n

ae
t4 2

n 2

e 1 1 3
2 2 2( )

r
a O A

l r


  


可以不算
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h

为了求得ae
t，应将加速度合成定理向轴h投影：

n t

a e e r Ca a a a a   h h h h h

即：
t

a C ecosa a a  

得 ：

2 2
t 2

e 3
2 2 2

( )

( )

rl l r
a

l r


 




摇杆O1B的角加速度 ：

t 2 2
2e

1 2 2 2

1

( )

( )

a rl l r

O A l r


  


a 

负号表示a1的转向应为逆时针转向。



A

O1

O

B



1

a1

ar

aa

aC

ae
n

ae
t
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解：速度分析

1）取套筒A为动点，动系与摇杆O2B固连。

a1 1 1 200 2 400 mm/sv O A     

[例]牛头刨床机构如图所示。已知 O1A=200mm，以匀角速度1=2rad/s

转动，求图示位置滑枕CD的速度和加速度。P197、7-27

650

CD

O2

O1

B

A

1

30°

由速度合成定理作速度矢图可得 ： va1

vr1

ve1

2

e1 a1

r1 a1

1
2

e1
2

2

sin 30 200 mm/s

cos30 200 3mm/s

400 mm
sin 30

200
0.5 rad/s

400
o B

v v

v v

O A
O A

v

O A
 

 

 

 

   

2
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x

650

CD

O2

O1

B

A

1

30° 2

2）取套筒B为动点，动系与滑枕CD固连。

由速度合成定理作速度矢图可得： va2

ve2

vr2

a2 2 2

e2 a2

650 650
0.5 mm/s

cos30 3

cos30 325 mm/s

v O B

v v

    

 

滑枕CD的速度为 e2 325mm/sCDv v 

加速度分析

由A点的加速度合成定理有

n n t

a1 a1 e1 e1 r1 Ca a a a a a    

n

e1a

t

e1a
r1a

a1a A

aC

在x轴上投影得
0 t

a1 e1 Ccos30a a a 

于是
t 0 2 0

e1 a1 C 1 1 2 r1

2

cos30 cos30 2

200 3mm/s

a a a O A v    


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n 0 t 0

a2 a2 e2cos60 cos30a a a 

2

t
2e1

2

2

200 3 3
rad / s

400 2
O B

a

O A
a a   

O2B杆的角加速度为

650

CD

O2

O1

B

A

1

30° 2

a2

由B点的加速度合成定理有

n t

a2 a2 e2 r2a a a a  

t

a2a

n

a2a

B
e2a

r2a

为了清晰
画在向上

将各加速度向水平方向投影得 ：

滑枕CD的加速度为
2

e2 657mm/sCDa a 

n 2 2 2

a2 2 2

t 2

a2 2 2

650 325
0.5 mm/s

cos30 3

650 3
650 mm/s

cos30 2

a O B

a O B



a

    

    
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[例] P194.7-15在公路行使的两车速度恒为72km/h。在A车中的观察

者看来车B的速度和加速度为多大？在B车中的观察者看来车A的速

度和加速度又为多大？

x

300

B

A

R=100m

vA

5
0

m

y

vB

解：选B为动点，A为动系(平移)，得到的
是B相对于动系的速度和加速度，即在A中
观察到车B的速度和加速度。

a1 e1 r1 r1B Av v v v v v    

72km/h 20m/sA Bv v  

vA

vB
B

vr1

300

0 020 20cos30 20sin30B Av i v i j   ，

r1 (37.3 10 )m/sB Av v v i j     

a1 e1 r1 r1Ba a a a a   

r1Ba a

2
2

r1 4 m/sB
B

v
a a j j

R
     
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x

300

B

A

R=100m

vA

5
0

m

y

vB

选A为动点， B为动系(转动)，得到的是A

相对于动系的速度和加速度，即在B中观
察到车A的速度和加速度。

a2 e2 r2Av v v v  

0 020cos30 20sin30Av i j 

r2 e2 (47.3 10 )m/sAv v v i j    

a2 e2 r2 C0Aa a a a a    

2 2

e2 150( ) 150 (0.2) 6Bv
a j j

R
      

ve2

vA

A

vr2

300

e2 150 30Bv
v i i

R
    

ae2

A

aC

ar2

C e r2 2(0.2 ) (47.3 10 ) 18.9 4a v k i j j i      

2

r2 e2 C 6 18.9 4 (4 12.9 )m/sa a a j j i i j        
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第七章 点的合成运动习题课

一、概念及公式

1、一点、二系、三运动

点的绝对运动为点的相对运动

与牵连运动的合成．

2、速度合成定理

3、加速度合成定理

牵连运动为平移时

牵连运动为转动时 a e r C C r   ( 2 )v    a a a a a

a e r v v v

a e r a a a
注意加速度切

向和法向分量
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二、解题步骤

1、选择动点、动系和定系。

2、分析三种运动：绝对运动、相对运动和牵连运动。

3、作速度分析, 画出速度平行四边形,求出有关未知量

(速度, 角速度）。

4、作加速度分析，画出加速度矢量图，求出有关的加

速度、角加速度未知量。
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三、解题技巧

1、恰当地选择动点和动系, 应满足选择原则，具体地有：

①两个不相关的动点，求二者的相对速度。

根据题意，选择其中之一为动点，动系为固结于另一

点的坐标系。

②运动刚体上有一动点，点作复杂运动。

该点取为动点，动系固结于运动刚体上。

③机构传动，传动特点是在一个刚体上存在一个不变的

接触点，相对于另一个刚体运动。

例如导杆滑块机构，取滑块为动点，动系固结于导杆。凸轮

挺杆机构，取杆上与凸轮接触点为动点，动系固结与凸轮。

摇杆滑道机构，取滑道中的点为动点，摇杆为动系等。
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④特殊问题，特点是相接触两个物体的接触点位置都随时

间而变化，此时，这两个物体的接触点都不宜选为动点，

应选择满足前述的选择原则的非接触点为动点。

2、速度问题，一般采用几何法求解简便, 即作出速度平行

四边形求解，超过三个矢量，必须采用解析法求解；

3、加速度问题，往往超过三个矢量，一般采用解析（投影）

法求解，投影轴的选取依解题简便的要求而定。
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四、注意问题

1、牵连速度及加速度是牵连点的速度及加速度。

2、牵连为转动时加速度分析不要丢掉 ，正确分析和计算 。

3、加速度矢量方程的投影是等式两端的投影，特别要注意与

静力平衡方程的投影式不同。

4、圆周运动时，

非圆周运动时， (为曲率半径)

Ca

2 2

n /a v R R 

2 2

n /a v    

Ca



理论力学 中南大学土木建筑学院 78

解： 动点：OA杆上 A点;

动系：固结在滑杆上。

绝对运动：圆周运动，

相对运动：直线运动，

铅直方向

牵连运动：平移；

a   ( )v l OA方向⊥
t n 2

a a) (a l OA a l AO Oa     (       )方向 沿 指向

r r?    ?    v a 

e e?    ? v a  方向水平，
大小待求。

[例] 曲柄滑杆机构

已知: OA=l， = 450 时，,a ;
求：小车的速度与加速度．
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小车的速度：
e = 2 / 2v v l

根据速度合成定理 作出速度平行四边形, 如图示a e r v v v

e a

2
cos cos45 ( )

2
v v l l     

在水平方向投影：
t n

a a ecos sina a a  

2

e cos45 sin 45a l la   

，方向如图示22
( )

2
la   小车的加速度：

ea a

根据牵连运动平移的加速度合成定理
t n

a a e r  a a a a

作出加速度矢量图如图示。

va

ve

vr

aa
n


ae

aa
t

A

ar
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解：动点:销子D (BC上);  动系: 固结于OA。

绝对运动：直线运动，

相对运动：直线运动， ，沿OA 线

牵连运动：定轴转动，

a av v a a ，

r r? ?v a ，

t n 2

e e? ?   a OD OA a OD Oa       ， ； 指向

e ?v OD OA   ，

根据速度合成定理 作出速度平行四边形,如图示。a e r v v v

[例]已知摇杆滑道机构h，，v，a。求: OA杆的  , a。

e a r acos cos sin sinv v v v v v      ，
2

e

cos
/ cos /( )  

cos

h
v OD v v

h


 


   （ ）

ve

vr

vaD 
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投至x轴：
t

a e Ccosa a a  

2 2
t

e C a

2 cos sin
cos cos

v
a a a a

h

 
    

2 2 3
n 2

e

2

C r

cos cos
( ) ,

cos

cos
2 2 sin

h v v
a

h h

v
a v v

h

 




 

  

  

根据牵连运动为转动的加速度合成定理
t n

a e e r C   a a a a a

作加速度矢量图。

t 2
2 2e

2
cos sin 2 cos

a v a

OD h h
a      （ ）

aaD

ae
t

ae
n

ar

z



aC
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解：动点:O1A上A点; 动系:固结于BCD上。

绝对运动：圆周运动;

相对运动：直线运动;

牵连运动：平移; ，水平方向

a 1 1   v r O A ，

r ?     //v BC ，

e ?v 

[例]已知曲柄滑块机构O1A= r ,1
, ,h。图时瞬时

O1A// O2E 。求: 该瞬时O2E杆的2
。
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根据
作出速度平行四边形

a e r v v v

再选动点：BCD上F点

动系：固结于O2E上，

绝对运动：直线运动，

相对运动：直线运动，

牵连运动：定轴转动，

a 1 sin ( )Fv r  

r 2? (// )Fv O E ，   

e 2? ( )Fv O E ，   

e a 1sin sinv v r   

根据 作出速度平行四边形a e rF F F v v v
2

e a 1 1sin sin sin sinF Fv v r r        

e 2 2 2 / sinFv O F O F h    ，

2 3e 1
2 1

2

sin
sin sinFv r

r
O F h h


        （ ）

ve

vr
va

A


vFe

vFr

vFaF

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[例] 图示曲柄滑道机构，圆弧轨道的半径R＝OA＝10cm，已知
曲柄绕轴O以匀速n＝120rpm转动，求当 =30°时滑道BCD的
速度和加速度。

n


R

O O1
A

B

C

D

va vr

ve

解：取滑块A为动点，动系与滑道
BCD固连。作速度平行四边形。

求得曲柄OA转动的角速度为

4 rad/s
30

n



  

a

e r a

e

125.6 cm/s

125.6 cm/s

125.6 cm/sBCD

v OA

v v v

v v

  

  

 

a e r v v v由速度合成定理
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120°

30°

h

A

O

O1

A
B

C

D

ae

aa

2 2
n 2r
r

1

125.6
1579 cm/s

10

v
a

O A
  

n 2

a a

2 2(4 ) 10 1579 cm/s

a a OA  

   

由加速度合成定理得
n t

a e r r  a a a a

将加速度向h轴上投影有：

n

a r
e

2 2

cos60 1579 0.5 1579

cos30 3 / 2

2740 cm/s 27.4 m/s

a a
a

  
 

 

n

a e r: cos60 cos30a a a   h

速度图在原图上画，
加速度图在边上画，
保持方向一致。

ar
n

ar
t
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解: 取凸轮上C点为动点，动系固

结于OA杆上。

绝对运动: 直线运动；相对运动: 直线

运动；牵连运动: 定轴转动。

a a  v v a a ，

r r?   ?    //v a OA ， 方向 e ?,   v OC 方向

分析: 由于接触点在两个物体上的位置
均是变化的，因此不宜选接触点为动点。

[例] 凸轮机构

已知：凸轮半径为R，图示瞬时O、C

在一条铅直线上;已知: ，v，a。

求: 该瞬时OA杆的角速度和角加速度。

n 2

e ?a OC O   ；   指向 t

e ?a OC a   ，方向 OC
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作出速度平行四边形根据
a e r v v v

根据 t n

a e e r C   a a a a a

作出加速度矢量图
2

n 2 2

e ( sin ) sin
sin

R v v
a OC

R R
  


   

投至z轴：
t n

a e ecos cos sina a a   

t n

e a e tana a a  

t 2 2 2

e

2

sin / sin sin

/ sin

a a v R a v

OC R R R

  
a




   

转向由上式符号决定，a> 0则逆时针，a<0 则顺时针。

C r2 0a v 

e a r 0v v v v     ，

e sin
/ sin

v v v

OC R R
 


   (      )

va
C

ve

aaC
ae

t

ae
n

ar

z


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[例] 刨床机构

已知: 主动轮O转速 n =30 r/min

OA=150mm , 图示瞬时, OAOO1

求: O1D杆的角速度 1和角加速度a1

及滑块B的速度和加速度。
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其中
a 0.15 0.15  m/s

30

n
v OA 


     

e a sin 0.03 5  m/s v v    

解：动点：轮O上A点，动系：O1D。

根据 作出速度平行四边形。a e r v v v

r a

2 5 5
(cos ,  sin )

5 5

cos 0.06 5  m/sv v

 



 

  

va

vrve

e

1

1

0.03 5
rad/s

50.15 5

v

O A


 
   （ ）
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根据 t n

e e r Ca    a a a a a

作加速度矢量图

2

a C 1 r0.15 2a a v      

投至 方向：
Ca

t

a C ecosa a a  

t 2 2 2

e

2 5 0.18 5
0.15 2 0.06 5 m/s

5 5 5
a


        

再选动点:滑块B; 动系: O1D。

t 2
2 2e

1

1

0.18 5 1 6
rad/s

5 250.15 5

a

O A
a


     （ ）

aa A

ae
n

ae
t



araC
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根据
a e rB B B  v v v 作出速度矢量图。

e e2 0.06 5   m/s,Bv v  

a e

r e

/ cos 0.15  m/s 

0.03 5   m/s

B B B

B B

v v v

v v





    

  

   

     tan

2 2
2 2

a

0.36 5 0.06 5 2 5
( ) / 0.15  m/s

5 5 5
B Ba a

 
     

根据
t n

a e e r CB B B B B   a a a a a

作出加速度矢量图

t 2 2

e e

0.36 5
2 m/s

5
Ba a    其中

2 2

C 1 r

0.06 5
2 2 0.03 5   m/s

5 5
B Ba v


       

vBe

vBa

vBr

aBa
B

aBe
t



aBr

aBC

aBe
n

投至 x轴
t

e CcosBa B Ba a a  
x
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解：动点 :小环M，动系 :固结在曲杆

OBC上绕O轴转动。

绝对运动:小环M沿OA杆的直线运动；

相对运动：小环M沿着BC的直线运动，

牵连运动：曲杆绕O轴的转动。

[例]P1977-26图示曲杆OBC绕O轴转动，使套在其上的小环

M沿固定直杆OA滑动。已知OB＝10cm，OB与BC垂直，曲杆

的角速度为0.5rad/s，求当 =60°时小环M的速度和加速度。

B

A

C

O M





a e tan 10 3 17.3 cm/sv v    

由三角关系求得小环的绝对速度为：

r e2 20 cm/sv v 

作速度矢量图

va

vr

ve

e

10 0.5
10 cm/s

cos60 0.5

OB
v OM




 
    因为
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B

A

C

O M





作小环M的加速度矢量如图所示 ：

2

C r2 2 0.5 20 20 cm/sa v    

n 2 2 2

e e 0.5 20 5 cm/sa a OM     

a e r C  a a a a由加速度合成定理，

aa

ar

ae

aC

计算已知量

h

向h方向投影,有: a e Ccos cosa a a   

2

a e C / cos 5 2 20 35 cm/sa a a        解得
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一、平面运动的定义

在运动过程中，刚体上任一点到某一固定平面的距离始终

保持不变。也就是说，刚体上任一点都在与该固定平面平行的

某一平面内运动。具有这种特点的运动称为刚体的平面运动。

§8-1  刚体平面运动概述

合成

分解

刚体的平行移动

刚体的定轴转动

简单
运动

刚体的平面运动
复杂
运动
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例如: 曲柄连杆机构中连杆AB的运动，

A点作圆周运动，B点作直线运动，因此，

AB 杆的运动既不是平移也不是定轴转动，

而是平面运动。
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二、平面运动的简化

刚体的平面运动

平面图形S在其
自身平面内的运动

到固定平面
Ⅰ的距离不变

平面图形S在与Ⅰ
平行的平面Ⅱ内运动

简
化

不需考虑刚体的形状和尺寸，只

需研究平面图形的运动，确定平

面图形上各点的速度和加速度。

研究平面运动
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三、平面运动方程

为了确定代表平面运动刚体的平面图形的位置，

我们只需确定平面图形内任意一条线段的位置。

任意线段AB的位置可

用A点的坐标和AB与x轴夹

角表示。因此图形S  的位

置决定于 三个

独立的参变量。所以

,, AA yx
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四、平面运动分解为平移和转动

当图形S 上Ａ点不动时，

则刚体作定轴转动；

当图形 S上角不变时，

则刚体作平移。

故刚体平面运动可以看成是

平移和转动的合成运动。

平面运动方程
)(1 tfxA 

)(2 tfyA 

)(3 tf

对于每一瞬时 t ，都可以求出对应的 ， 图形S

在该瞬时的位置也就确定了。

,, AA yx
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车轮的平面运动可以看

成是车轮随同车厢的平移和

相对车厢的转动的合成。

车轮对于静系的平面运动 （绝对运动）

动系Ax y 相对静系的平移 （牵连运动）

车轮相对动系Ax y 的转动 （相对运动）

例如 车轮的运动

三种运动都
是刚体运动
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我们称动系上的原点Ａ为基点，于是

车轮的平面运动

随基点A的平移 绕基点A'的转动

刚体的平面运动可以分

解为随基点的平移（牵

连运动）和绕基点的转

动（相对运动）。
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①以A为基点: 随基点A平移到A'B''后, 绕基点转 角到A'B'；

② 以B为基点: 随基点B平移到A''B'后, 绕基点转 角到A'B'。

图中看出：AB A'B''  A''B' ， ；于是有21  

1

2

1 2 1 2
1 2 1 2

0 0

d d
lim lim    ;    ,

d dt tt t t t

   
   

   

 
     

 

再例如: 平面图形S在t 时间内从位置I运动到位置II
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刚体的平面运动

随基点的平移 绕基点的转动

分 解

合成

基
点

运动规律与基
点的选择有关

任意选取，通常选取运动情况已知的点作为基点

运动规律与基
点的选择无关

、与
基点无关
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曲柄连杆机构
AB杆作平面运动
平面运动的分解
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根据速度合成定理 ,rea vvv  则Ｂ点速度为：

BAAB vvv 

一、基点法（速度合成法）

取B为动点，则B点的运动可视为牵连运动为平移和相对

运动为圆周运动的合成，    ,vvvvvv BArAeB  ;;a

其中v
BA
大小：v

BA
=BA·；垂直BA并指向与 转向一致。

取A为基点, 将动系铰结于A点，
动系随基点作平移。

已知：图形S内一点A的速度 ，

图形角速度。求 。

Av

Bv

§8-2  平面图形内点的速度分析
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由于A, B点是任意的，因此 表示了图形上任

意两点速度间的关系。由于恒有 ，因此将上式在

AB上投影，有

BAAB vvv 

ABvBA

   
ABAABB vv  —速度投影定理

平面图形上任意两点的速度在该两点连线上的投影相等。这种

求解速度的方法称为 速度投影法。（对任意一个刚体均成立）

即平面图形上任一点的速度等于基点的速度与该点随图形绕基

点转动速度的矢量和。这种求解速度的方法称为基点法，也称

为速度合成法。它是求解平面图形内一点速度的基本方法。

二、速度投影法（对任意一个刚体均成立）
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1.问题的提出

若选取速度为零的点作为基点，求解速度问题的计算会大大

简化。于是，自然会提出，在某一瞬时图形（或其扩展部分）

是否有一点速度等于零？如果存在的话，该点如何确定？

所以反向恰与方向   .  ,   , AAPA vPAvAPv  

0Pv 

2.速度瞬心的概念

平面图形S，某瞬时其上一点A速度 , 

图形角速度，沿 方向取半直线AL, 然后

顺的转向转90
o
至AL'的位置,在AL'上取长

度 则：/AvAP 

Av

Av

PAAP vvv 

三、速度瞬心法
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即在某一瞬时必唯一存在一点速度等于零，该点称为平

面图形在该瞬时的瞬时速度中心，简称速度瞬心。

3.几种确定速度瞬心位置的方法

① 已知一平面图形在固定面上作无滑动的滚

动（称为纯滚动）, 则图形与固定面的接

触点P为速度瞬心。

② 已知某瞬间平面图形上A,B两点速度

的方向，且 。

过A , B两点分别作速度 的垂线,交点

P即为该瞬时的速度瞬心。

BA vv ,

  A Bv v不平行

BA vv ,
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AB

vv
vv

BA
BA


       (a) 同向，与

AB

vv
vv BA

BA


   ,     (b) 反向与

BA vv ,③ 已知某瞬时图形上A ,B两点速度

的大小,且 ABvABv BA    ,

(b)(a)

AB



O

P

vA

A

B
vB

P
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④ 已知某瞬时图形上A，B两点的速度方向相同，且不与

AB连线垂直。此时, 图形的瞬心在无穷远处，图形的角

速度 =0。于是

图形上各点的速度在该瞬时相等, 这种情况称为瞬时平移。

特别注意瞬时平移在此瞬时各点的速度相等，刚体的角速度

为零，但各点的加速度并不相等，角加速度不等于零。



O

vA A

B
vB
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而 的方向沿AO的， 瞬时平移与平移不同Aa
B Aa a

例如:  曲柄连杆机构在图示位置时，连杆AB作瞬时平移。

此时连杆AB的图形角速度AB 0，

此瞬时AB 杆上各点的速度都相等。 但各点的加速度并不

相等。设为匀角速，则 2( )n

A Aa a OA    



O

vA A

B
vB
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确定瞬心的一般方法：

A

B

Av


Bv


A Av
B

Bv


P


P

A

B

Av


Bv




P

A

B

Av


Bv




A

B

Av


Bv


P


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４.速度瞬心法

利用速度瞬心求解平面图形上点的速度的方法,称为速度瞬心法。

平面图形在任一瞬时的运动可以视为绕速度瞬心的瞬时

转动，速度瞬心又称为平面图形的瞬时转动中心。

若P点为速度瞬心，则任意一点A的速度

大小 ；方向AP，指向与一致。APvA

５.注意的问题

①速度瞬心在平面图形上的位置不是固定的，而是随时间不

断变化的。在任一瞬时是唯一存在的。

② 速度瞬心的速度为零, 其加速度一定不为零，不同于定轴转动。

③刚体作瞬时平移时，虽然各点的速度相同，但各点的加速

度是一定不相同的，不同于刚体作平移。
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[例1] 已知轮子在地面上作纯滚动，轮心的速度为v，半径
为r。求轮子上A1、A2、A3和A4点的速度。

A3

A2A4

A1

vA2

vA3

vA4 vO

解：很显然速度瞬心在轮子与地
面的接触点即A1

各点的速度方向分别为各点
与A1点连线的垂线方向，转向与
相同，由此可见车轮顶点的速
度最快，最下面点的速度为零。

2 4
2 2A Av v r v

 
  

Ov r v 
1

0Av



O

3
2 2Av r v


 
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解：机构中，OA作定轴转动，AB作

平面运动，滑块B作平移。

















llABv

llvv

ll

vv

BAAB

ABA

AB

//

45tgtg

)(245cos/    

cos/





（ ）

[例2]  已知：曲柄连杆机构OA=AB=l，
取柄OA以匀转动。求：当 =45º时, 

滑块B的速度及AB杆的角速度。

基点法

研究 AB，以 A为基点，且 方向如图示。, lvA 

根据 ,BAAB vvv 

在Ｂ点做速度平行四边形，如图示。
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)(2

//

,













lBPv

llAPv

lAPlv

ABB

AAB

A

（ ）

试比较上述三种方法的特点。

   
ABAABB vv 根据速度投影定理

cosBA vv 

)(245cos/       

cos/









ll

vv AB

 不能求出 AB

速度投影法 研究AB, ,

方向OA,  方向沿BO直线

lvA 

Bv

速度瞬心法

研究AB，已知 的方向，因此

可确定出P点为速度瞬心
BA vv ,
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行星齿轮机构
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解：OA定轴转动; 轮A作平面运动, 瞬心P点

,)(2211 ooM rR
r

rR
rPMv  




ooA r

rR
rrRv 


     )( ）(

方向均如图示,)(2222 ooM rR
r

rR
rPMv  




[例3] 行星齿轮机构。已知: R, r , o   。

轮A作纯滚动，轮O不动。

求 。
21

, MM vv
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[例4]图示曲柄连杆机构中连杆AB上固连一块三角板ABD，机
构由曲柄O1A带动。已知曲柄的角速度为＝2rad/s，曲柄
O1A=0.1m，水平距离O1O2=0.05m，AD=0.05m，当O1A⊥O1O2

时，AB∥O1O2 ，且AD与AO1在同一直线上， =30º。试求三
角板ABD的角速度和点D的速度。

解：运动分析：O1A和O2B作定轴转动；
ABD作平面运动，其速度瞬心在点C。

C

ABD

O1 O2

A B

D



vA

vD vB

1 0.2 m/sAv O A   

1 1 0.1866 mCA CO O A  

1.072 rad/sA
ABD

v

CA
  

0.2366 mCD CA AD  

0.254 m/sD ABDv CD   

2
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[例5] 图示机构，已知曲柄OA的角速度为，角a = b = 60º,

OA＝AB＝BO1＝O1C＝r，求滑块C的速度。

解：AB和BC作平面运动，
其瞬心分别为P1和P2点，则

 rOAvA 

1

A
AB

v r

P A r


   

1B ABv PB r   

2

1

3 3

B
BC

v r

P B r


   

2

3

3
C BCv P C r   

AB



a bO

A

B

O1
C

P1

vA

vB

vC

P2

BC
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曲柄肘杆压床机构
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解：连杆AB作平面运动，瞬心在P1点，则

1

2 3

cos30 3

A
AB

v r r

P A AB l

 
   

1 sin 30

2 3 3

2 3 3

B AB ABv PB AB

l r
r

l

 




   

  

[例6] 曲柄肘杆式压床如图。已知曲柄OA长r以匀角速度

转动，AB = BC = BD = l，当曲柄与水平线成30º角时，连
杆AB处于水平位置，而肘杆DB与铅垂线也成30º角。试求
图示位置时，杆AB、BC的角速度以及冲头C 的速度。

vA

vB

vC

A

O

B

D

C

30º

30º


AB

P2

BC
连杆BC作平面运动，瞬心在P2点，则

2

3

3

B
BC

v r

P B l


  

2

3

3
C BC

r
v P C


  

P

1
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A

O

B

D

C

30º

30º

vA

vB

vC



P1

AB

P2

BC

特别提示

每个作平面运动的刚体在

每一瞬时都有自己的速度瞬心

和角速度，并且瞬心在刚体或

其扩展部分上，不能认为瞬心

在其他刚体上。例如, AB杆的

瞬心在P1点，BC杆的瞬心在P2

点，而且P1也不是DB杆上的点。
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平面机构
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解：杆OC, 楔块M作平移,圆盘作平面运动，

由vA及vO方位可确定P为盘的速度瞬心。

, cm/s 12vvA

)(m/s 343230sin4sin  a rPOvo

m72
2

1
42242120cos2 2222  OBPOOBPOPB

2 7 2 3 4 21 18.3 m/s      ( )Bv PB PB      

0

12 12
2 3 rad/s

cos 4cos30

Av

PA r


a
    ）(

[例7] 平面机构中, 楔块M: a =30º, v=12cm/s ;   

盘: r = 4cm , 与 楔块间无滑动。求圆盘的

及轴O的速度和B点速度。
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比较上述两图可以看出，不能认为圆轮只滚

不滑时，接触点就是瞬心，只有在接触面是

固定面时，圆轮上接触点才是速度瞬心。
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取A为基点，将平移坐标系固结于A点

取B动点，则B点的运动分解为相对运

动为圆周运动和牵连运动为平移。

 ;     ;  n

a B e A r BA BA BAa a a a a a a a    

于是,由牵连平移时加速度合成定理 可得如下公式。rea aaa 

n

B A BA BAa a a a  

一、 基点法 (合成法) 
已知：图形S 内一点A 的加速度 和

图形的 , （某一瞬时）。

求：该瞬时图形上任一点B的加速度。

Aa

§8-3  平面图形内点的加速度分析

BA


a

aB

aA

n

BAa

aBA

B

A
aA



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方向AB，
指向与一致。

BAa BA  

即平面图形内任一点的加速度等于基点的加速度与该点随

图形绕基点转动的切向加速度和法向加速度的矢量和。这

种求解加速度的方法称为基点法，也称为合成法。是求解

平面图形内一点加速度的基本方法。

n

B A BA BAa a a a   BA


a

B

A
aA

aB

aA

n

BAa

aBA




2n

BAa BA  

方向沿AB，
指向A点。
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[注] 一般情况下，对于加速度没有类似于速度投影定理
的关系式。 即一般情况下,图形上任意两点A, B的加速度

   
ABBABA aa 

若某瞬时图形 =0, 即瞬时平移, 则有

即若平面图形在运动过程中某瞬时的角速度等于零，则该

瞬时图形上任意两点的加速度在这两点连线上的投影相等。

   
ABBABA aa 

上述公式是一平面矢量方程。需知其中六个要素，方能求

出其余两个。由于 方位总是已知，所以在使用该公式

中，只要再知道四个要素，即可解出问题的待求量。

n

BABA aa ,

n

B A BA BAa a a a  
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由于加速度瞬心的位置不象速度瞬心那样容易确定，且一般

情况下又不存在类似于速度投影定理的关系式，故常采用基

点法求图形上各点的加速度或图形的角加速度。

分析：

大小 ？ √     Ｒ Ｒ 2

方向 ？ √      √      √ 

故应先求出 。

n

P O PO POa a a a  

( )
( ) Ov t
t

R
  （ ）

[例8]  半径为R的车轮沿直线作纯滚动, 已知轮心O点的速度

及加速度 ,求车轮与轨道接触点P的加速度。
Ov

Oa

解：轮O作平面运动，P为速度瞬心，
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由于=vO /R在任何瞬时都成立，且O点作直线运动，故而

由此看出，速度瞬心P的加速度并不等于零，即它不是

加速度瞬心。当车轮沿固定的直线轨道作纯滚动时，其速

度瞬心P的加速度指向轮心。

以O为基点，有 其中：
n

P O PO POa a a a  

R

v

R

v
RRaaRa OOn

POOPO

2
22 )(  ,   

dd 1

d d

O Ov a

t R t R


    （ ）

做出加速度矢量图，由图中看出：

（ 与 等值反向）

即

n
POP aa  

POa
2

( )O
P

v
a

R
 

Oa
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解：(a) AB作平移，  ,   (  , )n n

A B A B A B A Bv v a a a a a a     

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

/ ,  / ;

 / ,  / ;

   

A B

A B

v O A v O B

a O A a O B

O A O B

 

 

 

 

 



又

而

.; 2121  

[例9]  已知O1A=O2B,  图示瞬时 O1A/O2B

试问(a),(b)两种情况下1和 2，1和2是否相等？

(a) (b)

O1A与O2B运动完全一致。
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(b) AB作平面运动, 图示瞬时作瞬时平移, 此时 BAAB vv  ,0

21221121  ,/ ,/ ,   BOvAOvBOAO BA

     ,      n n

A B A A B BAB AB AB AB AB AB
a a a a a a                  即

 cossincossin
2

2222
2

1111  BOBOAOAO

BA aaAB  作瞬时平动时并由此看出即 ,   ctg2 21
2

112 
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[例10]  曲柄滚轮机构。滚子半径R=15cm，n=60 rpm

求：当a =60º时 (OAAB),滚轮的Ｂ，Ｂ。


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

解：OA定轴转动，AB杆和轮B作平面运动

研究AB：

1

2
/ 30 / 3 15  rad/s

3
AB Av AP      

（ ）

/ 30 60 / 30 2 rad/s

15 2 30   cm/sA

n

v OA





     

      

P１为AB杆的速度瞬心，

P2为滚轮的速度瞬心。

1

2
2 3 15 20 3  cm/s( )

3
B ABv BP 


       

分析: 要想求出滚轮的Ｂ，Ｂ 先要求出vB ，aB

P2

P1

vB
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取A为基点，
2 2 2 215 (2 ) 60 cm/sAa OA        指向O点

n

B A BA BAa a a a  

大小？ √ ？ √

方向 √   √    √      √

作加速度矢量图，将上式向BA线上投影

cos30 0 0 n

B BAa a  

2 2 2

0

20 3 3 40
/ 131.5cm/s ( )

cos30 3 2 3

n

BA
B

a
a       

2/ 20 3 /15 7.25rad/sB Bv BP    
2

2/ 131.5 /15 8.77rad/sB Ba BP   

）(

）(

研究轮B：P2为其速度瞬心

2 2 22 20 3
( 3 15 ( ) )

3 3

n

BA BAa AB


     

由B指向A
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vC

vB

45º

[例11] 平面四连杆机构的尺寸和位置如图所示，如果杆AB以
等角速度 = 1 rad/s绕A轴转动，求C点的加速度。

解：AB和CD作定轴转动，BC

作平面运动，其B、C两点的运

动轨迹已知为圆周，由此可知

vB和vC的方向，分别作vB和vC两

个速度矢量的垂线得交点O即

为该瞬时BC的速度瞬心。由几

何关系知

200 mm   100 2 mm  200 2 mmOB BC OC CD   ， ，

0.5 rad/sB
BC

v AB

OB OB





  

50 2 mm/sC BCv OC   

A

B

C

D

1
0
0

1
0
0

45º



O

BC
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aB

CB


a C


a

A

B

C

D45º

取B为基点分析C点的加速度，有

n n n

C C B CB CB

   a + a a a a

n 2 2100 mm/sBa AB   

n n 2cos45 106.07 mm/sC CB Ba a a     

将C点的加速度向BC方向投影得：

n 2 225 2 mm/sCB BCa BC   

2
n 217.68 mm/sC
C

v
a

CD
 

负值表明实际方向与假设方向相反。

n

Ca

aB

n

CBa
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[例12] 图示曲柄连杆机构中，已知曲柄OA长0.2 m，连杆AB长
1m，OA以匀角速度 =10 rad/s绕O轴转动。求图示位置滑块B

的加速度和AB杆的角加速度。

解：AB作平面运动，瞬心在C点，则

2m sAv OA   

2rad sA
AB

v

AC
  

vA

O



45º

A

45º

B
vB

C

AB
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AB作平面运动，以A点为基点，则B点的加速度为
n

B A BA BAa a a a  
其中 n 2 220m sA Aa a OA    

O



45º

A

45º

B
aB

aA

a n
BA

a 
BA

aA

n 2 24m sBA ABa AB   

sin 45B A BAa a a 

ncos45B BAa a
25.66m sBa 

216m sBAa 
216rad sBA

AB

a

AB



a  

将B点加速度投影到h轴上得

h

x
将B点加速度投影到x轴上得
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解：薄板作平面运动，取B为基点
分析A点的加速度如图所示：

[例13] 图示正方形薄板边长20 mm，在其平面内运动。某

瞬时顶点A和B的加速度分别为 和

方向如图。求薄板的角速度和角加速度。

240 2 mm/sAa 
280 mm/sBa 

DC

B A

aB aA

a n
AB

a 
AB

aB

n

A B BA BAa a a a  

其中： 240 2 mm/sAa 

280 mm/sBa 

n 2

ABa AB 
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将等式两边分别向x和y方向投影得：

cos45A B ABa a a   

n

2
40 2

2 2 rad/s
20

ABa

AB




  

ncos45A ABa a  

2

2
80 40 2

2 2 rad/s
20

ABa

AB



a
 

  

n

A B BA BAa a a a  

x
y

DC

B A

aB aA

a n
AB

a 
AB

aB
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n 2 240 mm/sCBa BC  

240 mm/sCx CBa a 

2 2 240 2 mm/sC Cx Cya a a  

再取B为基点分析C点的加速度如图所示

将加速度分别向x和y方向投影得：

其中

方向与CD成45º夹角指向右下方。

D
C

B A

x

y

aB

aCaB

a n
CB

a 
CB

a
Cx

a
Cy

240 mm/sCBa BC a  

n 240 mm/sCy CB Ba a a   

n

C C CB A Aa a a a  
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解:OA定轴转动；AB，BC均作平

面

运动，滑块B和C均作平移。

①求
Cv

对AB杆应用速度投影定理：

 30cos60cos AB vv  oAB rvv 33 

对BC杆应用速度投影定理： sin 60C Bv v

3 3
3 ( )

2 2
C o ov r r    

[例14]   配气机构中，OA= r , 以等角速 o转动, 在某瞬时

= 60º， ABBC, AB=6 r , BC= 。求 该瞬时滑块

C的速度和加速度。
r33
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②求 Ca

以A为基点求B点加速度：
n

B A BA BAa a a a   ( 1 )

，，    22
AB

n
BAoA ABara   P1为AB杆速度瞬心，而 rAP 31 

1

2 2

,
3 3

2
   6 ( )

3 3

o oA
AB

n o
BA o

rv

AP r

a r r

 





   

  

作加速度矢量图, 

并沿BA方向投影

2 2 2

  cos60 cos60   

4

3

  

3

n

B A BA

B o o o

a a a

r
a r r  

   

    
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    (2)n

C B CB CBa a a a  

作加速度矢量图, P2 为

BC的瞬心,而 P2C = 9 r

再以B为基点, 求 Ca

2

3 1

2 9 6

C o
BC o

v
r

P C r


     

2 2 23
3 3 ( )

6 12

n o
CB BC oa BC r r


     

将 (b) 式在BC方向线上投影

2 2 23 3 3
cos30

3 2 12 12

n

C B CB o o o

r
a a a r r       

[注]  指向可假设，结果为正说明假设与实际指向相同，

反之，结果为负，说明假设与实际指向相反。

,B Ca a

30º
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一、概念与内容

1.刚体平面运动的定义

刚体运动时，其上任一点到某固定平面的距离保持不变。

2.刚体平面运动的简化

可以用刚体上一个与固定平面平行的平面图形S在自身平

面内的运动代替刚体的整体运动。

3.刚体平面运动的分解

分解为随基点的平移（平移规律与基点的选择有关）

与绕基点的转动（转动规律与基点的选择无关）。

4.基点

可选择平面图形内任意一点，通常是运动状态已知的点。

第八章 刚体平面运动习题课
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5.速度瞬心(瞬心)

任一瞬时，平面图形或扩大部分都唯一存在一个速度为零

的点，瞬心位置随时间改变，即瞬心有加速度。

每一瞬时平面图形的运动可视为绕该瞬时瞬心的转动。

这种瞬时绕瞬心的转动与定轴转动不同。

瞬心位于无穷远处， =0。各点速度相同， 刚体作瞬

时平移，瞬时平移与平移不同。

6.刚体定轴转动和平面平移是刚体平面运动的特例。

7.求平面图形上任一点速度的方法

基点法：

速度投影法：

速度瞬心法：

其中，基点法是最基本的公式，瞬心法是基点法的特例。

为基点Avvv BAAB      , 

   
ABAABB vv 

为瞬心一致与 PBPvBPv BB  .   ,  ,  
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8.求平面图形上一点加速度的方法

基点法： ，A为基点, 是最常用的方法

此外，当 =0,瞬时平移时才可采用方法

它是基点法在 =0时的特例。

n

B A BA BAa a a a  

   
ABAABB aa 

9.平面运动方法与合成运动方法的应用条件

平面运动方法用于研究一个平面运动刚体上任意两点的速

度、加速度之间的关系及任意一点的速度、加速度与图形

角速度、角加速度之间的关系。

合成运动方法常用来确定两个相接触的物体在接触点处有

相对滑动时的运动关系的传递。
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二、解题步骤和要点

1.根据题意和刚体各种运动的定义，判断机构中各刚体

的运动形式。注意每一次的研究对象只是一个刚体。

2.对作平面运动的刚体，根据已知条件和待求量，选择

求解速度(图形角速度)问题的方法, 用基点法求加速度(图形

角加速度)。

3.作速度分析和加速度分析，求出待求量。

(基点法: 恰当选取基点，作速度平行四边形，加速度矢

量图；

速度投影法:只能求速度的大小，不能求出图形的 ; 

速度瞬心法：确定瞬心的位置是关键。
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[例1] 导槽滑块机构
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[例1] 导槽滑块机构
已知 曲柄OA= r , 匀角速度转动, 连杆AB的中点C处连接

一滑块C可沿导槽O1D滑动, AB=l,图示瞬时O,A,O1三

点在同一水平线上, OAAB, AO1C= =30。

求：该瞬时O1D的角速度。

解：OA, O1D均作定轴转动, 

AB作平面运动

研究AB:  ，图示位置, 

作瞬时平移, 所以

;B C Av r v v r   

rvA 

用合成运动方法

求O1D杆上与滑块C 接触的点的速度

动点: AB杆上C (或滑块C ), 动系: O1D杆, 静系: 机架
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绝对运动：曲线运动， ，方向

相对运动：直线运动， ，方向// O1D

牵连运动：定轴转动， ，方向 O1D

rvv ca 

?rv

?ev

根据 ，作速度平行四边形rea vvv 

 rrvv Ce 2

3
30coscos  









l

r

l

r

CO

v

COv

e
DO

DOe

2

3

sin/
2

23
  

  

1

1

1

1



又

（ ）

这是一个需要联合应用点的合成运动和刚体平面运动

理论求解的综合性问题。
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[例2]  平面机构
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解: 轮A, 杆AB, 杆BC均作平面运动, 套筒O作定轴转动, 滑块C平移。

取套筒上O点为动点, 动系固结于AB杆; 静系固结于机架,

a e rv v v  , 由于 沿AB, 

所以 方向沿AB并且与 反向。 从而确定了AB杆上与O点接

触点的速度方向。

ra vv    ,0

ev
rv

研究AB, 由vA及ve的方向可确定P1为速度瞬心。

[例2]  平面机构图示瞬时

O点在AB中点, a =60º, BCAB, 

已知O,C在同一水平线上,

AB=20cm,vA=16cm/s ,

试求该瞬时AB杆, BC杆的角速

度及滑块C的速度。



理论力学 中南大学土木建筑学院 65

同样也可以用
瞬心法求BC和vC。

2 2 16 32cm/s
cos60

tg 60 16 3 16 3cm/s

B
C B

CB B

v
v v

v v

    

    

cm3103     OBBCBCv BCCB 

研究BC, 以B为基点, 

根据

作速度平行四边形
C B CBv v v 

cm/s 1611  AABABB vAPBPv 

rad/s 3
5

4

60sin/10

16

sin/

16

1


a


OAAP

vA
AB ）(

（ ）rad/s 6.1
310

316


BC

vCB
BC
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[例3]  导槽滑块机构
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解：应用点的合成运动方法确定

CD杆上C点与AE杆上接触 点C` 之间的速度关系。

取CD杆上C为动点，动系固结于AE，静系固结于机架；则

(a)
C C rv v v 

应用平面运动方法确定AE上A、 C' 点之间速度关系

(b)
C A C Av v v  

[例3]  导槽滑块机构

图示瞬时, 杆AB速度 ，杆CD

速度 及a角已知，且AC= l , 

求导槽AE的角速度。

u
v
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将 (b) 代入 (a) 得 , 作速度矢量图投至x轴，

且v
C＝v，v＝u，有

rACAC vvvv  

aa

aa

sin cos          

  sincos       

 

 

uvv

vvv

AC

ACAC









即

l

uv

AC

v AC
AE

aa


sincos 
  （ ）
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理论力学



引 言
一.研究对象：

二.力学模型：

研究物体的机械运动与作用力之间的关系

2.质点系：由有限或无限个有着一定联系

的质点组成的系统。

1.质点：具有一定质量而不考虑其形状大小的物体。

刚体是一个特殊的质点系，由无数个相互间保持距离

不变的质点组成。又称为不变质点系。

例如：研究卫星的轨道时，卫星 质点；

刚体作平动时,刚体 质点。



自由质点系：质点系中各质点的运动不受约束的限制。

非自由质点系：质点系中的质点的运动受到约束的限制。

质点系是力学中最普遍的抽象化模型；包括刚体,弹性体,流体。

三.动力学分类: 质点动力学

质点系动力学

 质点动力学是质点

系动力学的基础。

四.动力学的基本问题：大体上可分为两类：

第一类：已知物体的运动情况，求作用力；

第二类：已知物体的受力情况，求物体的运动。

综合性问题：已知部分力，部分运动求另一部分力、部分运动。

已知主动力，求运动，再由运动求约束反力。



理论力学



§6–1   惯性参考系中的质点动力学

§6–2   非惯性参考系中的质点动力学

第六章 质点动力学

Lllxm.ppt


)( Fam 

一.惯性参考系

§6-1  惯性参考系中的质点动力学

二.牛顿定律

1.一般工程问题：固定于地面或相对于地面作匀速直线平动；

2.人造卫星、洲际导弹问题：地心为原点，三轴指向三个恒星；

3.天体运动问题：太阳为中心、三轴指向三个恒星。

1.第一定律（惯性定律）：

2.第二定律（力与加速度之间的关系定律）：

3.第三定律（作用与反作用定律）：



将动力学基本方程 表示为微分形式的方程，称为

质点的运动微分方程。

)( Fam 

1.矢量形式

)  )(  (  
2

2

方程为质点矢径形式的运动式中 trrF
dt

rd
m 

)     

)(

)(

)(

  (     

2

2

2

2

2

2

运动方程为质点直角坐标形式的式中

































tzz

tyy

txx

Z
dt

yd
m

Y
dt

yd
m

X
dt

xd
m

2.直角坐标形式

三.质点的运动微分方程



3.自然形式

) , 

,,

)((

轴上的投影轴和轴自然轴系

在分别为力运动方程。

为质点的弧坐标形式的式中

bn

FFFF

tss

bn







质点运动微分方程除以上三种基本形式外,还可有极坐标形式, 

柱坐标形式等等。

b

n

F

F
v

m

F
dt

sd
m







0

2

2

2





应用质点运动微分方程，可以求解质点动力学的两类问题。



四.质点动力学的两类基本问题

1.已知质点的运动规律，求作用于质点上的力；

----求微分问题。

2.已知质点上所受的力，求质点的运动规律。

----按质点运动的初始条件和力的函数关系对运动微
分方程进行求解，从数学角度看，是解微分方程或求积
分，并确定相应的积分常数的问题。



例1 在曲柄滑槽机构中，活塞和滑槽的质量共为50kg。曲
柄OA长r=0.3m，绕轴O作匀速转动，转速n=120r/min。求滑
块作用在滑槽上的水平力（各处摩擦不计）。



质心C

l

x

y

FA

F2G

F1

解：（1）取活塞为研究对象；

（2）受力分析，画受力图；

（3）运动分析，写出运动方程；

ltOAx  cos



 xF
dt

xd
m

2

2

tOA
dt

xd
 cos2

2

2



tOA
dt

xd
 cos2

2

2



FA

F2G

F1

t

ttOAmFA








cos240

cos)
30

120
(3.050cos 22






求加速度

由 得



例2： 离心式转速计工作原理如图所示。弹性细绳ACD

系住的小球质量为m。弹性细绳的原长(未受力时的长度)为
CD，弹簧常数为k。设AB=CB=l，试求转速计稳定转动时,

其转动轴的角速度ω与偏角θ的关系以及杆AB所受的力。

O

A

B

l

C

y

x

S

mg

F



2


aAO



解：取小球A为研究对象，分析受力。

细绳的弹性力F沿AC线，大小为

2
sin2


lkCAkF 

列出小球A的运动微分方程

0
2

sincos

2
cossin





mgFS

maFS A













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xx

Fma

Fma

A

B

l

C

y

x

S

mg

F



2


aAO

求小球的加速度。
22 sinsin   lABaa n

AA



如果sinθ≠0，则由第一式可解得

故杆AB所受的力的大小为，方向与S相反。

再将S的值代入第二式，注意到三角关系，可解得

)( 2mklS 




cosml

mgkl 


系统稳定转动时的最小角速度为
ml

mgkl 
min

0
2

sin2cos

sin
2

cos
2

sin2sin

2

2





mgklS

mlklS







即



第一类问题解题步骤和要点：

①正确选择研究对象（一般选择联系已知量和待求量的质点）。

②正确进行受力分析,画出受力图(应在一般位置上进行分析)。

③正确进行运动分析（分析质点运动的特征量）。

④选择并列出适当形式的质点运动微分方程（建立坐标系）。

⑤求解未知量。



0v

解：①选重物(抽象为质点)为研究对象

②受力分析如图所示

③运动分析，沿以O为圆心, 

L为半径的圆弧摆动。

课堂练习. 桥式起重机跑车吊挂一重为G的重物，沿水平横梁作

匀速运动，速度为 ，重物中心至悬挂点距离为L。突然刹车，

重物因惯性绕悬挂点O向前摆动，求钢丝绳的最大拉力。

0v



 1    sin   ,  G
dt

dv

g

G
Fma

 2   cos   ,  
2

GT
l

v

g

G
Fma nn

④列出自然形式的质点运动微方程

., 

, )(cos  2
2

为变量其中

式得由

v

gl

v
GT





max , 0    ,   1 TT 时因此重物作减速运动式知由 

)1(
2
0

max gl

v
GT 

⑤求解未知量

[注]①减小绳子拉力途径：减小跑车速度或者增加绳子长度。

②拉力Tmax由两部分组成, 一部分等于物体重量,称为静拉力

一部分由加速度引起，称为附加动拉力。全部拉力称为动拉力。



2.第二类：已知作用在质点上的力，求质点的运动（积分问题）

已知的作用力可能是常力, 也可能是变力。变力可能是时间、

位置、速度或者同时是上述几种变量的函数。

如力是常量或是时间及速度函数时，

可直接分离变量 。积分
dt

dv

再分离变量积分。    ,  
ds

dv
v

dt

dv


如力是位置的函数，需进行变量置换



列直角坐标形式的质点运动微分方程并对其积分运算

微分方程 积分一次 再积分一次

解：属于已知力为常量的第二类问题。

选择填充材料M为研究对象，受力如图所示，M作斜抛运动。

例3 煤矿用填充机进行填充, 为保证充

填材料抛到距离为S=5米,H=1.5米的顶

板A处。求 (1)充填材料需有多大的初速

度v0 ?  (2)初速 与水平的夹角a0？0v
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待求0000000000 ,,sin,cos;0,0,0  vvvvvyxt yx 

初始条件：

0,sin,cos    : 43002001  ccvcvc 代入初始条件得

2
0000 2

1
sin,cos    : gttvytvx  则运动方程为

0

22

0

2

0
0

cos2

1
tg 

 :




v

x
gxy

 



则轨迹方程为



代入最高点A处值，得： 即

将到达A点时的时间t, x=S, y=H 代入运动方程，得

,0sin 00  gtv
dt

dy


g

v
t 00 sin


gH

sg
v

2
cos 00  gHv 2sin 00 

发射初速度大小与初发射角 为0

m/s 5.102
2

)sin()cos(
22

2
00

2
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vvv 
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tg 1
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0 s

H

v

v






yx vvHySxAMt   ,   ,   ,    ,    ,   瞬时约束条件：



例4：求质量为m的质点M在粘性介质中自由下落的
运动方程。设质点受到的阻尼力Fr=-cv，c称为粘度系

数，简称粘度。初始时质点在介质表面上被无初速度
释放。



解：取质点M为研究对象，作用其上的力有重力和介质阻尼
力，均为已知，求质点的运动，属于动力学第二类问题。

在任意位置上，有

dt

dx
cmg

dt

xd
m 

2

2

dt
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


2

2

vv
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g

v




c

mg
v 

本题中力是速度的函数，采用变量分离法，考虑运动
初始条件：t=0，x0=0，v0=0，对上式积分一次

或
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于是

有

即

分离变量，
再积分一次

质点的运
动方程



质点开始做加速运动，速度增大，随着时间的增加，
质点其与速度方向相同的加速度逐渐减小。当t→∞时，速
度图形趋于一渐近线，即质点的速度趋于常数。

此速度为质点在阻尼介质中运动的极限速度。跳伞运

动员着地时的速度即可由该式求出。



例5  发射火箭，求脱离地球引力的最小速度。

解：属于已知力是位置的函数的第二类问题。

取火箭(质点)为研究对象, 建立坐标如图示。

火箭在任意位置x 处受地球引力F 的作用。
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m 建立质点运动微分方程
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可见，v 随着 x 的增加而减小。若 则在某一位置

x=R+H 时速度将减小到零，火箭回落。若 时，无论x

多大（甚至为∞）, 火箭也不会回落。因此脱离地球引力而一

去不返时（ ）的最小初速度

gRv 22
0 

gRv 22
0 

x

km/s)(  2.116370108.922 3
0  gRv （第二宇宙速度）

x

gR
gRvv

2

0
2 2

)2( 



第二类问题解题步骤如下：

①正确选择研究对象。

②正确进行受力分析，画出受力图。

判断力是什么性质的力（应放在一般位置上进行分析，

对变力建立力的表达式）。

③正确进行运动分析。

除应分析质点的运动特征外，还要确定 出其运动初始条件。



④选择并列出适当的质点运动微分方程。

如力是常量或是时间及速度函数时，

可直接分离变量 。积分
dt

dv

⑤求解未知量。应根据力的函数形式决定如何积分，并利用运

动的初始条件，求出质点的运动。

再分离变量积分。    ,  
ds

dv
v

dt

dv


如力是位置的函数，需进行变量置换



一.基本方程

§6-2  非惯性参考系中的质点动力学

对于动参考系O’x’y’z’

Cer aaaa 

将上式代入牛顿第二定律

F=ma=m(ar+ae+aC)

或表示为

mar=F-mae–maC



令：FIe=-mae，FIC=-maC，分别称为牵连惯性力和科氏
惯性力。

Cem IIr FFFa 

质点相对运动微分方程

Ce
dt

d
m II2

2

FFF
r




质点相对运动的动力学方程。



当非惯性参考系作平动时，

em Ir FFa 

当非惯性参考系作匀速直线平动时，

Fa rm

即质点的相对运动动力学方程与绝对运动动力学方程完全
相同。

古典力学的相对性原理：在一个系统内部所做的任何力学
试验，都不能确定这一系统是静止的还是在作匀速直线平
动。

也称为伽利略、牛顿相对性原理。



当质点相对于动参考系作匀速直线运动时，

0II  Ce FFF

当质点相对于动参考系静止不动时，

0I  eFF



例6  固定在铅垂杆CD上的直管AB绕轴线以匀角速度ω转
动，直管轴线与转动轴成45º角，管内有一小球由相对静止
状态开始运动。设小球的起始位置到O点的距离为a。忽略
摩擦，求小球沿直管的运动方程。



解：取小球为研究对象

质点的相对运动动力学方
程在x’方向的投影式为
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该微分方程的解可表示为

其中x1’为（a）式的齐次方程 的解
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x2’为（a）式的非齐次方程的特解

于是
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二.质点相对地球的运动

例7   北京位于地球表面北纬φ=40º处，在北京的上空
h=100m处有一质量为m的质点自由下落，求由于地球自

转的影响，落体到达地面时对于铅垂线的偏离量。（落
体偏东现象）



解：选取固结于地球的非惯性参考系为Oxyz，其中z轴近似
通过地球中心，铅直向上，x轴水平向东，y轴水平向北。

质点的受力有：地球引力F；

分析质点相对地球的运动时，
应再加上牵连惯性力FIe和科氏
惯性力FIC。

gFFP me  I

其中地球引力F和牵连惯性力
FIe之和，就是物体在地球表面
表现出的重力P，即



科氏惯性力
rCI 2 vωaF  mmC

C
dt

d
m I2

2

FP
r

质点的相对运
动微分方程

投影形式为



采用逐次近似法解上述微分方程。

初始条件为， 时

由于地球自转的角速度很小，在最初的计算中，可取

则式(1)的零次近似方程为



积分一次得零次近似的速度

代入式(1)，得一次近似的
微分方程

上式积分一次，得一次近
似速度



再积分一次，得一次近
似的运动方程为

即：落体已不再沿z 轴下落，而在x方向有偏离，偏距与时间
t的三次方成正比。因此，下落距离愈大，偏距也就愈大。

如果
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理论力学 中南大学土木建筑学院 2

实际上的问题是： 1.联立求解微分方程(尤其是积分问

题)非常困难。

2.大量的问题中，不需要了解每一

个质点的运动,仅需要研究质点

系整体的运动情况。

对质点动力学问题：建立质点运动微分方程求解。

对质点系动力学问题：理论上讲，n个质点列出3n个微

分方程，联立求解它们即可。

从本章起, 将要讲述解答动力学问题的其它方法, 而首先

要讨论的是动力学普遍定理(包括动量定理、动量矩定理、动

能定理及由此推导出来的其它一些定理)。

动力学普遍定理概述



理论力学 中南大学土木建筑学院 3

它们以简明的数学形式，表明两种量—— 一种是同

运动特征相关的量(动量、动量矩、动能等)，一种是同力

相关的量(冲量、力矩、功等) —— 之间的关系，从不同

侧面对物体的机械运动进行深入的研究。在一定条件下，

用这些定理来解答动力学问题非常方便简捷。

本章中研究质点和质点系的动量定理，建立了动量的

改变与力的冲量之间的关系，并研究质点系动量定理的另

一重要形式——质心运动定理。



理论力学 中南大学土木建筑学院 4

一、质点系的质心

质点系的质量中心称为质心。是表征质点系质量

分布情况的一个重要概念。

( )im m 

,C C C Cr x i y j z k  设 则

,   ,   i i i i i i
C C C

m x m y m z
x y z

m m m

  
  

质心C  点的位置：

§10-1  质点系的质心  内力与外力

i i i i
C

i

m r m r
r

m m

 
 





理论力学 中南大学土木建筑学院 5

在均匀重力场中，质点系的质心与重心的位置重合。可采

用确定重心的各种方法来确定质心的位置。但是，质心与重心

是两个不同的概念，质心比重心具有更加广泛的力学意义。

内力：质点系内各质点之间相互作用的力。

对整个质点系来讲，内力系的主矢恒等于零，

内力系对任一点（或轴）的主矩恒等于零。即：

( ) ( ) ( )0;   ( ) 0       ( ) 0i i i

i O i x iF M F M F    或

二、质点系的内力与外力

外力：质点系以外的物体作用于该质点系中各质点的力。



理论力学 中南大学土木建筑学院 6

一、动量

1.质点的动量：质点的质量与速度的乘积 mv

称为质点的动量。动量是瞬时矢量(状态量) ，方向

与v 相同。单位是kgm/s。

动量是度量物体机械运动强弱程度的一个物理量。

例：枪弹：速度大，质量小； 船：速度小，质量大。

§10-2  动量与冲量



理论力学 中南大学土木建筑学院 7

2.质点系的动量：质点系中所有各质点动量的矢量和。

i i CP mv mv  (   )i i Cm r mr 求导

质点系的动量等于质点系的质量与其质心速度的乘积。则：

,   ,   x Cx C y Cy C z Cz CP mv mx P mv my P mv mz     

3.刚体系统的动量：设第i个刚体为 ，则整个系统：,i Cim v

特别 无论是质点系还是刚体系统，动量的
注意 主矢不能理解为作用在系统的质心上。

质点系动
量的主矢

i CiP m v 

刚体系统动
量的主矢

x i Cix i Ci

y i Ciy i Ci

z i Ciz i Ci

P m v m x

P m v m y

P m v m z

 

 

 

 

 

 



理论力学 中南大学土木建筑学院 8

[例１]曲柄连杆机构的曲柄OA以匀

转动，设OA=AB=l ,曲柄OA及连杆AB

都是匀质杆, 质量各为m , 滑块B的质量

也为m。求当 = 45º时系统的动量。

1 2 3

1 2 3
    [( sin cos )

C C C

C C C

P mv mv mv

m v v v i 

  

   
1 2

( cos sin ) ]C Cv v j  

])
10

1

2

5

2

2

2

1
()2

10

3

2

5

2

2

2

1
[(

])sin
2

5
45cos

2

1
()2cos

2

5
45sin

2

1
[(

jiml

jllilllm







 

]
2

1
2[2 jiml  

解:  曲柄OA：

滑块B：

连杆AB： （ D为速度瞬心， ）
2

5
;

2
AB DC l  

1

1
 , 

2
Cm v l

2

5 5
,  

2 2
C ABm v l l  

3
,  2Cm v l
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O

A
30

1 2B
C

R

ev
av

rv

A
30

B

C
O

1

[例2] OA杆绕O轴逆时针转动，均质
圆盘沿OA杆纯滚动。已知圆盘的质
量m为20kg，半径R＝100mm。在图
示位置时，OA杆的倾角为30

o
，其角

速度1＝1rad/s，圆盘相对OA杆转动
的角速度2＝4rad/s， ,

求圆盘的动量。
100 3 mmOB 

1

2

0.2 1 0.2m/s

0.1 4 0.4m/s

e

r

v OC

v R





    

   

3
sin 60 0.4 0.3464m/s

2
C a rv v v    于是

所以 20 0.3464 6.93N sCP mv     方向水平向右。

解:取C为动点，动系与OA固连
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[例3]两均质杆OA和AB质量为m，长为l，铰接于A。图示位

置时，OA杆的角速度为，AB杆相对OA杆的角速度亦为。

求此瞬时系统的动量。

解：由刚体系统的动量公式

1 21 2C CP m v m v 
其中：

1 2
C

l
v 

2
2 2

2
C

l
v l l    

5
2

2 2

l
P m m l ml     方向水平向右。

vC1

vC2
C2

2 2C A C Av v v AB作平面运动

O

A

B

C1



r=
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2．力 是变矢量：（包括大小和方向的变化）

元冲量

F

2 1( )I F t t 

d dI F t

2

1
d

t

t
I F t 

1．力 是常矢量：F

二、冲量

力与其作用时间的乘积称为力的冲量，冲量表示力在

其作用时间内对物体作用的累积效应的度量(过程量)。例如，

推动车子时，较大的力作用较短的时间，与较小的力作用较

长的时间，可得到同样的总效应。

冲 量
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3．合力的冲量：等于各分力冲量的矢量和。

2 2 2

1 1 1
d d d

t t t

R it t t
I F t F t F t I       

冲量的单位： m/skg    sm/skg    sN 2  与动量单位相同。

2 2 2

1 1 1

d , d , d ,
t t t

x x y y z z
t t t

I F t I F t I F t    
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一、质点的动量定理

d d
          ( )

d d

v
ma m F mv F

t t
  

质点的动量对时间的导数等于作用于质点的力—质点的动量定理

d( ) d dmv F t I 微分形式： （动量的微分等于力的元冲量）

（在某一时间间隔内，动量的增量等于力在该时间内的冲量）

2

12 1 d
t

t
mv mv F t I  积分形式：

§10-3  动量定理
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投影形式：

d
( )

d
x xmv F

t


d
( )

d
y ymv F

t


d
( )

d
z zmv F

t


2

12 1 d
t

x x x xt
mv mv I F t   

2

12 1 d
t

y y y yt
mv mv I F t   

2

12 1 d
t

z z z zt
mv mv I F t   

质点的动量守恒

若 ，则 常矢量，质点作惯性运动

若 ，则 常量，质点沿 x 轴的运动是惯性运动
0F 
0xF

vm
xmv

二、质点系的动量定理
( ) ( )d

( )
d

i e

i i i im v F F
t

 

( ) ( ) ( )d
( )       ( 0)

d

i e i

i i i i im v F F F
t

     而

( )d

d

e

i

P
F

t
= 质点系的动量定理

对整个质点系：

对质点系内任一质点 i，

改变求和与求
导次序，则得
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质点系动量对时间的导数等于作

用在质点系上所有外力的矢量和。

质点系动量的微分等于作用在质

点系上所有外力元冲量的矢量和。

在某一时间间隔内，质点系动量的改

变量等于作用在质点系上的所有外力

在同一时间间隔内冲量的矢量和。

积分形式

( )

2 1

e

iP P I  

微分形式
( ) ( )d de e

i iP F I   

质点系动量定理的两种形式

( )d

d

e

i

P
F

t
=
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投影形式：

三、质点系的动量守恒

若 则 常矢量。

若 则 常量。

( )

0,
e

iF 
( ) 0,e

ixF 

i iP m v 

x i ixP mv 

只有外力才能改变质点系的动量，内力不能改变整个

质点系的动量，但可以引起系统内各质点动量的传递。

P2x-P1x=
2

1

( ) ( )d
te e

ix ixt
I F t  

P2y-P1y=
2

1

( ) ( )d
te e

iy iyt
I F t  

P2z-P1z=
2

1

( ) ( )d
te e

iz izt
I F t  ( )d

d

ez
iz

P
F

t
 

( )
d

d

y e

iy

P
F

t
 

( )d

d

ex
ix

P
F

t
 



理论力学 中南大学土木建筑学院 17

[例4] 锤的质量m＝3000 kg，从高度h＝1.5 m

处自由下落到受锻压的工件上，工件发生变
形历时t＝0.01 s ；求锤对工件的平均压力。

h

y

G

*
N

解：以锤为研究对象，和工件接触后受力如图。工件压力
是 变 力 ， 在 短 暂 时 间 迅 速 变 化 ， 用 平 均 压 力
N*表示。

锤自由下落时间
g

h
t

2


yyy Imvmv  12 tt  NtG )(00

)1
21

()1( 

g

h
G

t
GN

tt

1 2 1.5
3000 9.8( 1) 1656kN

0.01 9.8
N  

   

锤对工件的平均压力与反力N*大小相等，方向相反，与锤的重量
G＝29.4 kN比较，是它的56倍，可见这个力是相当大的。
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[例5] 滑块C的质量为m＝19.6 kg ，在力F＝866 N的作用下沿

倾角为30
o
的导杆AB运动。已知力F与导杆AB之间的夹角为

45
o
，滑块与导杆的动摩擦系数f＝0.2 ，初瞬时滑块静止，求

滑块的速度增大到v＝2 m/s 所需的时间。

A

B F

gm


C

NF
dF

30

45
x

y解：以滑块C为研究对象，建立坐标系。

由动量定理得

d0 ( cos45 sin30 ) (1)mv F mg F t     

N0 0 ( sin 45 cos30 ) (2)F F mg t    

由(2)式得
N sin 45 cos30F F mg 

d N ( sin 45 cos30 )F f F f F mg  

代入(1)式，求得所需时间为

0.0941s
cos 45 sin30 ( sin 45 cos30 )

mv
t

F mg f F mg
 

  

从而摩擦力为
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[例6]如图所示，已知小车重为2 kN，沙箱重1 kN，二者以速度v0＝3.5

m/s 运动。此时有一重为0.5 kN的铅球垂直落入沙中后，测得箱在车上滑
动0.2 s，不计车与地面摩擦，求箱与车之间的摩擦力。

1N 2N

0v


x

解：研究系统，建立坐标系。

(e) 0 constx xF P   

v
g

WWW
v

g

WW 321
0

21 




代入已知数据，解得 v＝3 m/s

设沙箱滑动结束后车速为v，则有

1N


2N
1W



N


F


v


x

再以小车为研究对象，由动量定理有

0x xP P Ft  

Ftv
g

W
v

g

W
 0

11

代入已知数据，解得 F＝0.5 kN

1W

3W

2W
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Bv rv

[例7]如图所示，质量为 mA的均质三棱柱A在重力作用下沿着质量为mB的大
均质三棱柱B的斜面下滑，大三棱柱倾角为。设各处摩擦不计，初始时系
统静止。求：(1)B的加速度；(2)地面的约束力。

解：先对系统进行运动分析，建立如图坐标，
设B的速度为vB，A相对B的速度为vr，则

rBA vvv


 于是
cos

sin

Ax r B

Ay r

v v v

v v





 

 

A

B x

y



B

y



A

gmA



gmB



RF

x

系统受力如图。因Fx
(e)＝0，且初始系统静止，有

0)cos()(  BrABB vvmvm 

cos ( ) (1)A r A B Bm a m m a  两边对t求导

再以A为研究对象，受力如图，由

(e) (e)
dd

d d

yx
x y

PP
F F

t t
   

NF

A

gmA


x

y
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N

N

d ( cos )
sin

d

d ( sin )
cos

d

A r B

A r
A

m v v
F

t

m v
F m g

t











 

有

N

N

( cos ) sin (2)

( sin ) cos (3)

A r B

A r A

m a a F

m a F m g

 

 

 

  

即

联立求解(1)、(2)、(3)式得

g
mm

m
a

BA

A
B

)sin(2

2sin
2 






B

y



A

gmA



gmB



RF

x
cos ( ) (1)A r A B Bm a m m a  注意

NF

A

gmA


x

y
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g
mm

m
a

BA

A
B

)sin(2

2sin
2 






B

y



A

gmA



gmB



RF

x

d( sin )

d

A r
R A B

m v
F m g m g

t


  

( ) sin ( )( tg )R A B A r A B BF m m g m a m m g a      

sinA r R A Bm a F m g m g   即

将（1）式 cos ( ) (1)A r A B Bm a m m a   代入上式则得

以整体为研究对象，由方程 得(e)
d

d

y

y

P
F

t
 
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运动分析：设经过t 时间后，流体AB

运动到位置ab，

[例8]   流体流过弯管时，在截面A和B处的平均流速分别为

v1 , v2 (m/s)。求流体对弯管产生的动压力(附加动压力)。设

流体不可压缩，流量Q(m3/s)为常量，密度为 (kg/m3）。

2 1[( ) ] [ ( ) ]ab AB aB Bb Aa aBP P P P P P P      

2 1

2 1

( ) ( )    

   

aB aB

Bb Aa

P P

P P P Q t v Q t v 



         

解:取截面A与B之间的流体作为研究的质点系。受力如图示。

由质点系动量定理；得

2 1 1 2
0

d
lim  ( )

d
R

t

P P
Q v v W F F F

t t


 


      


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静约束力 ，动约束力
1 2( )RF W F F     2 1( )RF Q v v  

计算 时，常采用投影形式
RF 

2 1 ( )Rx x xF Q v v  

2 1 ( )Ry y yF Q v v  

与 相反的力就是管壁上受到的流体作用的动压力。RF 

1 2 2 1( ) ( )RF W F F Q v v     
即

2 1 1 2
0

d
lim  ( )

d
R

t

P P
Q v v W F F F

t t


 


      


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[例9] 图示系统，重物A和B的质量分别为m1、m2。若A下降
的加速度为a，滑轮质量不计。求支座O的约束力。

A

B

O

a

Av



Bv


A

B

O x

y

OxF

OyF

gm


1

gm


2

解：以整个系统为研究对象，受力如图，

建立如图坐标。设A下降的速度为vA，

B上升的速度为vB，则由运动学关系得
AB vv

2

1


系统的动量在坐标轴上的投影为

1 2 1 2

1
0, ( )

2
x y A B AP P m v m v m m v    

由质点系的动量定理

1 2 1 2

d 1
0 , ( )

d 2
Ox A OyF m m v m g m g F

t

 
     

 

注意到
d

d

Av
a

t


可得

1 2 1 2

0

1
( )

2

Ox

Oy

F

F m g m g m m a



   
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将 代入到质点系动量定理，得
CP mv

( )d
( )

d

e

C imv F
t

 

若质点系质量不变，则

( )e

iCma F 

( )e

C imr F 

质心运动定理(质心运动微分方程)

质点系的质量与加速度的乘积，

等于作用于质点系上所有外

力的矢量和（外力系的主矢）。

1.  投影形式：

① ( ) ( ) ( ), ,  e e e

Cx C ix Cy C iy Cz C izma mx F ma my F ma mz F       

②
2

( ) ( ) ( )d
 ,   ,   0 

d

e e eC
C i Cn in ib

vv
ma m F ma m F F

t
t t


       。

§10-4  质心运动定理



理论力学 中南大学土木建筑学院 27

3.质心运动定理是动量定理的另一种表现形式，与质点运

动微分方程形式相似。对于任意一个质点系，无论它作什

么形式的运动，质点系质心的运动可以看成为一个质点的
运动， 并设想把整个质点系的质量都集中在质心这个点上，

所有外力也集中作用在质心这个点上。

( )e

i C i i
m a F 

( )e

i C i im r F 

2.  刚体系统：设第 i 个刚体 mi，vCi，由 则有 C i imr m r 

或 C i ima m a C i imr m r  所以

  
)(e

ixiCiixCi Fxmam 

( )e

i C iy i C i iym a m y F   

( )e

i Ciz i C i izm a m z F   

刚体
系统

上式在刚体系中特别有用，用此式不需要确定刚体系的质心。
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4.质心运动守恒定律

若 ，则 常矢量，质心作匀速直线运动；

若开始时系统静止，即 则 常矢量，质心位置守恒。

若 ，则 常量，质心沿x方向速度不变；

若存在 则 常量，质心在x 轴的位置坐标保持不变。

  0
)(e

iF 0 ,  C Ca v 

00 Cv Cr
( ) 0e

ixF =  CxCx va  , 0

00 Cxv Cx

5. 质心运动定理可求解两类动力学问题：

已知质点系质心的运动, 求作用于质点系的外力(包括约束力)。

已知作用于质点系的外力，求质心的运动规律。

只有外力才能改变质点系质心的运动, 内力不能改变质心
的运动，但可以改变系统内各质点的运动。

    0ii xm 质心在x 轴的位置坐
标保持不变必满足
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解：选两物体组成的系统为研究对象。

( ) 0e

xF 

)( ba
mM

m
S

mM

m
S rx 





  

[例10]  质量为M的大三角形柱体, 放于光滑水平面上, 斜面

上另放一质量为m的小三角形柱体,求小三角形柱体滑到底

时,大三角形柱体的位移。

所以质心在水平方向运动守恒。并

且初始静止，必有 。0  i im x 

设大三角形向左的位移为S，则

－M S+m(Srx－S)=0
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解：取起重船，起重杆和重物组成的质点系为研究对象。

受力分析如图示， ，且初始

时系统静止，所以系统质心的位置坐标

xC保持不变。

  0
)(e

xF

[例11]  浮动起重船, 船的重量为P1=200kN, 起重杆的重量为

P2=10kN, 长l=8m，起吊物体的重量为P3=20kN 。设开始起吊

时整个系统处于静止，起重杆OA与铅直位置的夹角为1=60º, 

水的阻力不计, 求起重杆OA与铅直位置成角2 =30º时船的位移。

    0ii xm 

0   ii xP 
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船的位移设向右为x１，杆的位移

,2/)sin(sin 2112 lxx  

重物的位移

lxx )sin(sin 2113  

0]/)sin(sin[]2/)sin(sin[ 2113211211  lxPlxPxP 

)sin(sin
)(2

2
21

321

32
1  




 l

PPP

PP
x

)30sin60(sin8
)2010200(2

20210





 m 318.0

计算结果为负值，表明船的实际位移水平向左。

0   ii xP     0ii xm 
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[例12]如图所示，电动机外壳固定在水平基础上，定子、转子的质量

分别为m1、m2。设定子质心位于转轴中心O1，由于制造误差，转子质

心O2 到O1的距离为e，已知转子以匀角速度 转动。求：(1) 质心运

动方程；(2)基础对电机总的水平和铅垂反力；(3) 若电机没有螺栓

固定，各处摩擦不计，初始时电机静止，求转子以匀角速度转动时

电动机外壳的运动。

解：(1) 建立如图坐标，任一瞬时，＝ t，即有

1 1

2 2

0, 0

cos , sin

x y

x e t y e t 

 

 

故质心运动方程为

2

1 2

2

1 2

cos

sin

C

C

m e t
x

m m

m e t
y

m m










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(2) 以系统为研究对象

(e) (e),Cx x Cy yma F ma F   

1 2

1 2 1 2

( )

( )

C x

C y

m m x N

m m y N m g m g

 

   

2

2

1 2

2

2

1 2

cos

sin

C

C

m e
x t

m m

m e
y t

m m







 


 


2

2

2

2 1 2

cos

sin ( )

x

y

N m e t

N m e t m m g

 

 

 

   

由质心运动定理

因

故

得
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teatea yx  sin   ,  cos 22
22  

根据质心运动定理，有

   xx

e

ixCixi NtemamFam  cos  , 2
222

)(

   gmgmNtemamFam yy

e

iyCiyi 21
2

222

)(
 sin  , 

2 2

2 1 2 2cos ,    sinx yN m e t N m g m g m e t        

可见，由于偏心引起的动约束力是随时间变化的周期函数。

或 a1=0， a2=e2
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（3）以系统为研究对象，受力如图。

解得 t
mm

em

mm

em
s  coscos

21

2

21

2







由此可见，电动机在水平面上作往复运动。此时

x

y

gm


2

gm


1

a s
NF

1O

2O

e



由于Fx
(e)＝0 ，所以

2

min 1 2 2( )NF m m g m e  

若 ，则 。因此如电动机无螺栓固定，它将会跳起来。
em

gmm

2

21 )( 
 min 0NF 

    0ii xm 

当转子转过，定子向右移动距离s，则
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质点
质点系

动量定理： 动量的改变 →外力（外力系主矢）

若当质心为固定轴上一点时，vC=0，则其动量恒等于零，

质心无运动，可是质点系确受外力的作用。动量矩定理建立了

质点和质点系相对于某固定点（固定轴）的动量矩的改变与外

力对同一点（轴）之矩两者之间的关系。

质心运动定理：质心的运动 →外力（外力系主矢）



理论力学 中南大学土木建筑学院 3

 由静力学力系简化理论知：平面任意力系向任一简化中

心简化可得一力和一力偶，此力等于平面力系的主矢，此力

偶等于平面力系对简化中心的主矩。

 由刚体平面运动理论知：刚体的平面运动可以分解为随

同基点的平移和绕基点的转动。

 若将简化中心和基点取在质心上，则动量定理(质心运动

定理)描述了刚体随同质心的运动变化和外力系主矢的关系。

它揭示了物体机械运动规律的一个侧面。刚体相对质心的转

动的运动变化与外力系对质心的主矩的关系将有本章的动量

矩定理给出。它揭示了物体机械运动规律的另一个侧面。
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( ) 2OM mv OQA 

( ) 2 'zM mv OQ A  

正负号规定与力对轴之矩的规定

相同。对着轴看：逆时针为正；

顺时针为负。

或右手螺旋法则确定正负。

§11-1 质点和质点系的动量矩

一、质点的动量矩

质点对点O的动量矩： 矢量

质点对轴 z 的动量矩： 代数量

( )OM mv r mv 

( ) ( )z O xyM mv M mv

Q



A

x

y

z

q

O

A

mv

Q

MO(mv) Mz(mv)

r
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质点系对z 轴的动量矩等于各质点对同一轴动量

矩的代数和。即

质点系对点O 的动量矩等于各质点对同一点动量

矩的矢量和。即

二、质点系的动量矩（动量的主矩）

( )O O i i i i iL M m v r m v   

动量矩度量物体在某瞬时绕固定点(轴)转动的强弱，kg·ｍ2/s。

质点对点O的动量矩在通过O 的z轴上的投影等于质点

对z 轴的动量矩。即 ( )  ( )O z zM mv M mv   

( )z z i iL M m v

( )  z z i i O zL M mv L    同理
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2、定轴转动刚体

定轴转动刚体对转轴的动量矩等于

刚体对该轴转动惯量与角速度的乘积。

三、刚体动量矩计算

1、平移刚体 ( )O O i i i i i

i i C C C C C

L M m v r m v

m r v mr v r mv

  

     




( )z z CL M mv

平移刚体可视为质量集中于质心的

质点来计算对点（或轴）的动量矩。

2( )z z i i i i zL M m v m r J    对转轴
的动量矩 mivi

Mi

ri



z

vi
vC

rC
ri

x

y

z
i

C

O

p
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质点系对质心的动量矩

rC i i i i i C i i iL r m v r m v r m v         

3、平面运动刚体

mivi

x

y

z

O

x′

y′

z′

C
i
r

ir
Cr

动坐标为平移坐标系

r( )i i C i i im r v r m v      

r r r( )C C i i i i i i Cmr v r m v r m v L         

O i i i C i i i i iL r m v r m v r m v       

质点系对O点的动量矩

C i i C C C Cr m v L r mv L     

( ) ( )z z C C z C CL M mv L M mv J    平面运动刚体

平面运动刚体对垂直于质量对称平面的某轴的动量矩，
等于刚体随同质心作平移时质心的动量对该轴的动量矩
与绕质心轴作转动时的动量矩之和。

对质心的动量矩用绝对速度
和用相对速度计算是相等的。
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112223 2
1  RRvv 

1 2
2 3 2 32 2

2 2

( )O

J J
L m m R v

R R
   

O OA OB OCL = L +L +L

1 1 2 2 2 2 2 3 3 2( )J J m v R m v R    

解：

1

[例]  滑轮A：m1，R1，J1

滑轮B：m2，R2，J2 ； R1=2R2

物体C：m3，v3

求系统对O轴的动量矩。

O

A

v3

M
R1

B

C

R2 

2

v2
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[例]均质圆盘质量为m，半径为R。与长为l的杆OA连接，OA绕轴O转动的角

速度为、求下列三种情况下圆盘对轴O的动量矩：(a) 圆盘与杆固结；(b)

圆盘绕轴A相对杆OA以角速度r 逆时针方向转动； (c) 圆盘绕轴A相对杆OA

以角速度r顺时针方向转动。P281，11-2

O A

R

l

0

(a)

r

O A

R

l

0

(b)

O A

R

l

0

r

(c)

2 2

0

1
( )
2

OL mR ml  解：

2

a

2 2

0 r 0

( )

1

2

1
( )

2

O A O A

A

L L M mv

mR mv l

mR ml



  

 

 

  

2

a

2 2

0 r 0

( )

1

2

1
( )

2

O A O A

A

L L M mv

mR mv l

mR ml



  

 

 

  
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设质点对固定点O的动量

矩为MO(mv)，作用力F对同一
点的矩为MO(F)，如图所示。

d d
( ) ( )

d d

d d
( )

d d

O m m
t t

m m
t t

 

   

M v r v

r
v r v

MO(mv)
mv

O

x

y

z

Q
rMO(F)

F

将动量矩对时间取一次导数，得

§11-2 动量矩定理

一、质点对定点的动量矩定理

d d
( )

d d
m

t t
 

r
v F, v因为

d
( ) ( )

d
O Om m

t
   M v v v r F = M F所以

质点对固定点
的动量矩定理
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将上式在通过固定点O的三个直角坐标轴上投影，得

d d d
( ) ( )   ( ) ( )   ( ) ( )

d d d
x x y y z zM m M M m M M m M

t t t
  ， ，v F v F v F

上式称质点对固定轴的动量矩定理，也是质点动量矩定理

的投影形式。即质点对任一固定轴的动量矩对时间的导数，等

于作用在质点上的力对同一轴之矩。

称为质点的动量矩守恒。

若 ( ) 0 ; [ ( ) 0]O zM F M F  则 ( )OM mv  常矢量 [ ( ) ]zM mv 常量

注意：用上式计算动量矩与力矩时，符号规定应一致。

d ( )
( )

d

O
O

m

t

M v
= M F

质点对任一固定点的动量矩对时间的导
数，等于作用在质点上的力对同一点之矩。
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运动分析： 。 2( )OM m ml l ml  vOMlv   , 

由动量矩定理

即

d
( ) ( )

d
O OM m M

t
v F

2d
( ) sin     ,   sin 0

d

g
ml mgl

t l
      

微幅摆动时， 并令 ，则 , sin  
2

n

g

l
  2

n 0   

解微分方程,并代入初始条件 则运动方程)0,,0( 00   t

t
l

g
cos0  ，摆动周期 2

g
T

l
 

T( ) ( ) ( ) sinO O OM M M m mgl    F F g

解：将小球视为质点，受力图如图示。

[例]  单摆 已知m，l，t =0时 =0，从静止

开始释放。求单摆的运动规律。
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二、质点系的动量矩定理

左边交换求和与求导运算的顺序，并且注意

(i)

( ),   ( ) 0,O O i i O i
L M mv M F   则

(e)d
( )

d

O
O

L
M F

t
 一质点系对固定点的动量矩定理

对质点系，将每一质点的动量矩定理求矢量和。得

(i) (e)d
( ) ( ) ( )    ( 1,2, , )

d
O i i O i O iM m v M F M F i n

t
   对每一质点

(i) (e)d
( ) ( ) ( )    ( 1,2, , )

d
O i i O i O iM m v M F M F i n

t
     
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(e) (e) (e)
dd d

( )  , ( )  , ( )
d d d

yx z
x y z

LL L
M F M F M F

t t t
    

将上式在通过固定点O的三个固定直角坐标轴上投影，得:

质点系对任一固定点的动量矩

对时间的导数，等于作用在质

点系上所有外力对同一点之矩

的矢量和（外力系的主矩）。

(e)d
( )

d

O
O

L
M F

t


上式称为质点系对固定轴的动量矩定理。即质点系对任

一固定轴的动量矩对时间的导数，等于作用在质点系上所有

外力对同一固定轴之矩的代数和（外力系对同一轴的主矩）。
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质点系的动量矩守恒

当 时， 常矢量。

当 时， 常量。

(e)( ) 0OM F 

(e)( ) 0zM F 

OL 

zL

动量矩定理说明内力不会改变质点系的动量矩，只有外

力才能改变质点系的动量矩。

(e)d
( )

d

O
O

L
M F

t


(e) (e) (e)
dd d

( )  , ( )  , ( )
d d d

yx z
x y z

LL L
M F M F M F

t t t
    
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 芭蕾舞演员

 花样滑冰运动员
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解: 取整个系统为研究对象，受力分析如图示。

(e)

2 3 2( ) ( )OM M m m gR   F

由动量矩定理： (e)d
( )

d

O
O

L
M F

t


[例]滑轮A：m1，R1，J1，作用常力偶M。滑轮B：m2，R2，J2 ；

R1=2R2。物体C：m3。求物体C的加速度。

O

A

aC

M
R1

B

C

R2

Fx

Fy

m1g

m2g

m3g

1 2
2 3 22 2

2 2

( )O C

J J
L m m R v

R R
   

2 3

1 2
2 32 2

2 2

( )

( )
C

M m m g
a

J J
m m

R R

 


  
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解：以系统为研究对象，受力如图。以顺时针为正，则

vRmJLO 2  (e)

2( ) sinOM M m g Rq  F

由 ，有(e)d
( )

d
O O iL M

t
  F

2 2

d
( ) sin

d
J m vR M m g R

t
 q  

[例]高炉运送矿石的卷扬机如图。已知鼓轮的半径为R，质量为m1，绕

O轴转动。小车和矿石的总质量为m2。作用在鼓轮上的力偶矩为M，鼓

轮对转轴的转动惯量为J，轨道倾角为q。设绳质量和各处摩擦不计，

绳平行斜面，求小车的加速度a。

q

M

O

m2g

FN v

m1g

FOx

FOy

于是解得

2

2

2

2

sinMR m gR
a

J m R

q




若M＞m2gRsinq，则 a＞0，小车的加速度沿轨道向上。

必须强调的是：为使动量矩定理中各物理量的正负号保持协
调，动量矩和力矩的正负号规定必须完全一致。
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解：以系统为研究对象，系统所受的外力有球的重力和轴承处的约束
力，这些力对转轴之矩都等于零。所以系统对转轴的动量矩守恒，即

21 zz LL 
2

1 0 02( ) 2zL mb b mb  

2

2 2 ( sin )zL m b l q  

2 2

02 2 ( sin )mb m b l q  
2

02( sin )

b

b l
 

q




显然，此时的角速度＜ 0。

[例]水平杆AB长2b，可绕铅垂轴z转动，其两端各用铰链与长为l的杆AC

及BD相连，杆端各联结质量为m的小球C和D。起初两小球用细线相连，

使杆AC与BD均为铅垂，系统绕z轴的角速度为0。如将此细线拉断，杆

AC和BD各与铅垂线成q角。不计各杆的质量，求这时系统的角速度。

0

D

A B

C

l l

b b

z


A B

C D

ll

bb

z

q q
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解：以系统为研究对象，受力如图。

设重物A上升的速度为v，则人的绝对速度va的大小为

av u v 

a 0OL mv r mvr  

0)(  mvrrvumLO

由于MO(F (e))＝0，且系统初始静止，所以LO＝0。

2

u
v  a

2

u
v 

由上可知，人与重物A具有相同的的速度，此速度等
于人相对绳的速度的一半。如果开始时，人与重物A

位于同一高度，则不论人以多大的相对速度爬绳，人
与重物A将始终保持相同的高度。

[例]一绳跨过定滑轮，其一端吊有质量为m的重物A，另一
端有一质量为m的人以速度u相对细绳向上爬。若滑轮半径
为r，质量不计，并且开始时系统静止，求重物A的速度。

u

A

O

FOy

FOx

mg
mg

va

ve＝v

vr＝u
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对于一个定轴转动刚体
z zL J 

(e)d
( ) ( )

d
z zJ M

t
   F

2
(e) (e)

2

d
( )   ( )

d
z z z zJ M J M

t


   或F F

于是，得到刚体定轴转动微分方程

一、刚体定轴转动微分方程

§11-3 刚体定轴转动微分方程

代入质点系动量矩定理，有

FN1

FN2

x

y

z

Fn

F2

F1 
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特殊情况：

若 ，则 恒量，刚体作匀速转动或

保持静止。

若 常量，则  =常量，刚体作匀变速转动。

将 与 比较，刚体的转动惯量 是刚

体转动惯性的度量。

(e)( ) 0zM  F 0,  

(e)

z zJ M  m a F

(e)( )zM  F

zJ

解决两类问题：

①已知作用在刚体的外力矩，求刚体的转动规律。

②已知刚体的转动规律，求作用于刚体的外力（矩）。

但不能求出轴承处的约束力，需用质心运动定理求解。
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解：由刚体定轴转动的微分方程

1 2( )J R F F  

于是得 1 2( )F F R

J





由上式可见，只有当定滑轮匀速转动（包括静止）或
虽非匀速转动，但可忽略滑轮的转动惯量时，跨过定
滑轮的皮带拉力才是相等的。

[例] 如图所示，已知滑轮半径为R，转动惯量为J，带动滑
轮的皮带拉力为F1和F2 。求滑轮的角加速度。

F1

F2

O

R


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[例]如图，飞轮对转轴的转动惯量为J，以初角速度0绕水平
轴转动，其阻力矩 M＝－b (b 为常数)。求经过多长时间，
角速度降至初角速度的一半，在此时间内共转多少转?

解：以飞轮为研究对象，由刚体定
轴转动的微分方程，有

d
(1)

d
J

t


b 

M 0

将（1）式变换，有

d
d

J
t



b 
 

将上式求定积分，得
0

0

2

0

d
d

tJ
t







b 
  
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0

0

ln ln 2
2

J J
t



b  b
 

d d

d d
J

t t

 
b 

即 d dJ  b  

将上式求定积分，得

0

0 0

2 d dJ




 
 b   

转过的角度为

0 0
2

J
  

b
 

因此转过的转数

0 0

2 4

J
n

  

b


 

 

将 改写为
d

d
J

t


b 
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O2

O1

解：分别以两轮为研究对象，受力如

图，由刚体定轴转动的微分方程，有

1 1 t 1 2 2 t 2,J M F r J F r    

由运动学关系，得 1 1 2 2r r 

注意到 ，联立求解以上三式得t tF F 

2

2
1 2 2

1 2 2 1

Mr

J r J r
 



M

F1y

F1x

Ft

Fn

m1g

F2y

F2x

m2g
F′t

F′n

O1

r1

r2

O2

[例] 如图所示，啮合齿轮各绕定轴

O1、O2转动，其半径分别为r1、r2，

质量分别为m1、m2，转动惯量分别

为J1、J2，今在轮O1上作用一力矩

M，求其角加速度。

M

1

2
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O
FOx

FOy

W=mg

O

FOy

FOx

W=mg

解除约束前：

FOx=0,  FOy=mg/2

突然解除约束瞬时：

FOx=？，FOy=？

[例]关于突然解除约束问题
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突然解除约束瞬时，杆OA

将绕O轴转动，不再是静力学

问题。这时， 0，  0。

需要先求出，再确定约束力。

应用定轴转动微分方程

21 3
,

3 2 2

l g
ml mg

l
   

应用质心运动定理

Oy

Ox

Fmg
l

m

F
l

m









2

0
2

2

42

0

mgl
mmgF

F

Oy

Ox









O
FOx

FOy

W=mg
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2

z i iJ m r

若刚体的质量是连续分布，则 2dz mJ r m 

刚体的转动惯量是刚体对某轴转动惯性大小的度量，

它的大小表现了刚体转动状态改变的难易程度。转动惯量

不仅与质量有关，而且与质量的分布有关；在国际单位制

中，转动惯量的单位是: kg·m2。同一刚体对不同轴的转动

惯量是不同的，而它对某定轴的转动惯量却是常数。因此

在谈及转动惯量时，必须指明它是对哪一轴的转动惯量。

§11-4 刚体对轴的转动惯量

一、定义
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二、转动惯量的计算

1

2 22

2

1
  d

12

l

z l

m
J x x ml

l
 

2 2

0

1
  d  

3

l

z

m
J x x ml

l
  解：

均质细直杆长为l ，质量为m 。

求：对z轴的转动惯量Jz；

对z1 轴的转动惯量Jz1 。

z

dx
x

x
O

l

2
l

z1

dxx
x

C

1、积分法（具有规则几何形状的均匀刚体可采用）
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z

R

2 2 2

z i i iJ m r R m mR   

x

y

R
r

d r

2 2 2

0

1
d 2 d

2

R

zJ r m r r r mR      

设细圆环的质量为m，半径为R。则

均质薄圆环对于中心轴的转动惯量

均质圆板对于中心轴的转动惯量

设圆板的质量为m，半径为R。将圆板分

为无数同心的薄圆环，任一圆环的质量

为dm＝ ·2rdr,  ＝m/R2, 于是圆板转

动惯量为
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2、回转半径

由 所定义的长度 称为刚体对 z 轴的回转半径。z
z

J

m
  z

2

z zJ m

对于均质刚体， 仅与几何形状有关，与密度无关。对

于几何形状相同而材料不同（密度不同）的均质刚体，其回

转半径是相同的。

z

在机械工程设计手册中，可以查阅到简单几何形状或已

标准化的零件的转动惯量和回转半径。书中列出几种常见均质

刚体的 ，以供参考。
z zJ 和
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3、平行移轴定理

刚体对某轴的转动惯量等于刚体对通过质心且与该轴平行
的轴的转动惯量，加上刚体的质量与两轴间距离的平方之乘积。

2

z zCJ J md  z

C

z

y

d

x

mi

CO

zi

xi

ri

C

ri

yi

xC

yiC

2 2 2( )zC i iC i i iCJ m r m x y   
2 2 2

2 2

( )

[ ( ) ]

z i i i i i

i i iC

J m r m x y

m x y d

  

  

 



2 2 2 2( ) ( ) 2z i i i i i iC zCJ m x y m d d m y J md       

刚体对通过质心轴的转动惯量具有最小值。

0 i iCm y 
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解：由 ，得
2

z zCJ J md 

2

1 (1)zCJ J ma 

2

2 (2)zCJ J mb 

2 2

2 1 ( )J J m b a  (1)－(2)得

[例] 如图所示，已知均质杆的质量为m，对 z1轴的转

动惯量为J1，求杆对z2的转动惯量J2 。

zz1 z2

a b

C
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当物体由几个规则几何形状的物体组成时，可先计算每一

部分(物体)的转动惯量, 然后再加起来就是整个物体的转动惯量。

若物体有空心部分, 要把此部分的转动惯量视为负值来处理。

4、计算转动惯量的组合法

2
2

2
2

2
1 )(

2

1

3

1
RlmRmlm 

)423(
2

1

3

1 22
2

2
1 lRlRmlm 

1 2O O OJ J J 解：

[例] 钟摆：均质直杆m1, l ；

均质圆盘：m2 , R 。 求 JO 。

O

C
R

l
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解：

2 2 2

2

1 1
(2 )(2 ) (2 )( 2 )

3 12

5

O OA ABJ J J

ml m l m l

ml

 

  



[例]  均质直角折杆尺寸如图，其质量为3m，
求其对轴O的转动惯量。

O

l

2l
B

A

计算下列组合杆
对轴O的转动惯量

O

l

2l
BA

O

l

2l
B

A
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z

12R

22R

l

[例]如图所示，质量为m的均质空心圆柱体外径为R1，内径为R2。

求对中心轴 z 的转动惯量。

解：空心圆柱可看成由两个实心圆柱体组成，外圆柱

体的转动惯量为J1，内圆柱体的转动惯量为J2取负值，即

2zJ J J 1
设m1、m2分别为外、内圆柱体的质量，则

2

1 1

1

2
J m R1

2

2 2 2

1

2
J m R

于是 2

22

2

11
2

1

2

1
RmRmJ z 

设单位体积的质量为，则
2 2

1 1 2 2,m R l m R l    

4 4 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 1
( ) ( )( )

2 2
zJ l R R l R R R R       

注意到 l (R
2

1－R
2

2)＝m, 则得 )(
2

1 2

2

2

1 RRmJ z 
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 r   ( )O C C C C CL r mv L L L   其中

若O为固定点，有 (e)d
( )

d

O
O iM

L
F

t


(e)d
( ) ( )

d
C C C i ir mv L r F

t
   

(e) (e)d d( ) d
( ) ( )

d d d

C C C
C C C i i i

r mv L
mv r r F r F

t t t
         

i C ir r r 上式左边求导展开，右边代入 也展开，得

=0 相等

§11-5 质点系相对于质心的动量矩定理

mivi

x

y

z

O

x′

y′

z′

C
i
r

ir
Cr

动坐标为平移坐标系
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质点系相对于质心和固定

点的动量矩定理，具有完全

相似的数学形式，而对于质心

以外的其它动点，一般并不

存在这种简单的关系。

质点系相对于质心的动量矩的改变，只与作用在质点

系上的外力有关，而与内力无关。

质点系相对质
心的动量矩定理

(e)rd d
( )

d d

C C
C

L L
M F

t t
 

当外力系对质心的主矩等于零时，质点系对于质心的

动量矩保持不变。
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取质心C为动系原点，则此平面运动可分解为

随质心C的平移 (xC  ,  yC)

绕质心C的转动 （）

可通过质心运动定理和相对

质心的动量矩定理来确定。

r

r

d
  ,        

d

C

C C C C

L
L J J J

t
    

(e) (e)    ,    ( )C C Cma F J M F   

§11-6 刚体平面运动微分方程

设平面运动刚体具有质量对称平面，力系F1，F2… Fn

可以简化为该平面内的一个平面力系。取质量对称平面为

平面图形S，质心一定位于S内。



y'

x'

x

y

O

C

D

F1

F2
F3

Fn

S
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以上两式称为刚体平面运动微分方程。应用时，

前一式取其投影式。即

(e)

(e)

(e)( )

Cx C x

Cy C y

C C C

ma mx F

ma my F

J J M 

   


  


   F
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[例]提升装置中，轮A、B的重量分别为P1 和P2 ,半径分别为R1 和R2 , 视为均

质圆盘; 物体C的重量为P3 ; 轮A上作用常力偶矩M。求物体C上升的加速度。

A

aC

B

C

R2

M

O2

R1
O1q

21
1 1 T 1

1

2

P
R M F R

g
  

解: 取轮A为研究对象

取轮B连同物体C为研究对象

2 32
2 2 2 T 2 3 2

d 1
( )

d 2
C

PP
R v R F R P R

t g g
   

M
A

O1

F1y

F1x

P1

FT

1

aC

B

C

O2

F2y

F2x

P2
FT′

2

P3

补充运动学条件

2 2 2 2 1 1 C CR v R a R     ，

1 3

1 2 3

2( / )

2
C

M R P
a g

P P P




 

联立
解得

32
2 2 T 3

1

2
C

PP
R a F P

g g
   即
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解：以圆柱体为研究对象。圆柱体在斜面上

的运动形式，取决于接触处的光滑程度，下面分
三种情况进行讨论：

(1) 设接触处完全光滑 此时圆柱作平移

得圆柱质心的加速度 sinCa g q

由质心运动定理 sinCma mg q

[例] 一均质圆柱，质量为m，半径为r，无初速地放在倾角为q 的斜面上，
不计滚动阻力，求其质心的加速度。

C

q

mg
FN

aC

(2) 设接触处足够粗糙

此时圆柱作纯滚动，列出平面运动微分方程

S

N

2

S

sin

0 cos

1

2

Cma mg F

F mg

mr F r

q

q



 

 



FS

q

C

x

y

aC

O

FN

mg

由纯滚动条件有
Ca r

2
sin

3
Ca g q解得
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S

1 1
sin

2 3
CF ma mg q 

由于圆柱作纯滚动，故
S max S N S cosF F f F f mg q  

所以
S

1
cos sin

3
f mg mgq q ，可得 S

1
tan

3
f q

这就是圆柱体在斜面
上作纯滚动的条件。

Fd

q

C

x

y

aC

O

FN

mg

(3)设不满足圆柱体在斜面上作纯滚动的条件 S

1
tan

3
f q

设圆柱体沿斜面滑动的动摩擦因数为f，则滑动摩擦力

d N cosF f F f mg q 

于是
2 cosgf

r

q
 

(sin cos )Ca g fq q 

圆柱体在斜面上又滚又滑, 在这种情况下，aC≠r
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解：以任意位置的杆AB为研究对象，受力如图。

杆作平面运动，设角速度和角加速度分别为

和，质心C的加速度为aCx、aCy，

由刚体平面运动微分方程

(1)

(2)

cos sin (3)
2 2

Cx B

Cy A

C A B

ma F

ma F mg

l l
J F F  

  

  

  

[例]质量为m长为l的均质杆，在铅直平面内一端沿着水平地面，另一端沿

着铅垂墙壁，从0角无初速地滑下，不计摩擦。求：(1)杆在任意位置时的

角速度和角加速度；(2)开始滑动的瞬时，地面和墙壁对杆的约束力；(3)杆

脱离墙时，杆与水平面所夹的角。

O
x

y

A

B

C



FB

mg

FA



aCx

aCy



3个方程，5个未知量，必须补充运动学关系才能求解。

以C点为基点，则A点的加速度为
t n

t n

A C AC AC

Cx Cy AC AC

  

   

a a a a

a a a a
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作加速度矢量图

O
x

y

A

B

C



aCy

aCx




aCx

aAC
t

aA

aCy
aAC

n

在y轴上投影得
t ncos sin 0Cy AC ACa a a   

2( cos sin ) (4)
2 2

Cy

l l
a       即

同理，以C为基点分析B的加速度，

并在x轴上投影得

2sin cos (5)
2 2

Cx

l l
a      

联立求解(1) ~ (5)式，并注意到
2

12

1
mlJC  可得

3
cos

2

g

l
 

d d d d 3
cos

d d d d 2

g

t t l

   
  

 
      

00

3
d cos d

2

g

l

 


      

0

3
(sin sin )

g

l
   
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O
x

y

A

B

C



FB

mg

FA



aCx

aCy



2 2

0 0

3 3
sin (1 cos )

4 4
AF mg mg mg    

0 0

3
sin cos

4
BF mg  

、代入(4)、 (5)求得aCy、aCx后再代入(1)、 (2)得

运动开始的初瞬时，=0，代入上式得

0

3
(3sin 2sin )sin

4 4
A

mg mg
F     

0

3
(3sin 2sin )cos

4
BF mg    

任意瞬时
的约束力

杆脱离墙时，FB=0。设脱离墙时的夹角为1，则

1 03sin 2sin 0  
1 0

2
arcsin( sin )

3
 
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注： 亦可由坐标法求出(4)、(5)式： cos sin
2 2

C C

l l
x y   ，

sin cos
2 2

C C

l l
x y       ，

2 2cos sin sin cos
2 2 2 2

C C

l l l l
x y                 ，

注 意 ：
C Cx C Cyx a y a            ， ， ，

O
x

y

A

B

C



FB

mg

FA



aCx

aCy

 P

杆AB的速度瞬心为P，并且在运动过程中
PC=const，则对速度瞬心用动量矩定理：

(e)( )P PJ M F 

21
cos

3 2

l
ml mg 

3
cos

2

g

l
 

如果在运动过程中，速度瞬心到质心的距离
始终不变，则可对速度瞬心用动量矩定理。
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一、基本概念

1、动量矩：物体某瞬时机械运动强弱的一种度量。

2、质点的动量矩：

3、质点系的动量矩：

4、转动惯量：物体转动时惯性的度量。

OM (mv)= r mv

O i i iL r m v 

对于均匀直杆，细圆环，薄圆盘（圆柱）对过质心垂

直于质量对称平面的转轴的转动惯量要熟记。

第十一章 动量矩定理习题课

5、刚体动量矩计算

平移：

定轴转动：

平面运动：

   ,   ( )O C C z z CL r mv L M mv  

z zL J 

  ( )z z C CL M mv J  
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二、质点的动量矩定理及守恒

1、质点的动量矩定理
d d

[ ( )] ( )  ( ) ( )
d d

O O z zM mv M F M mv M F
t t

 或

2、质点的动量矩守恒

若 ，则 常矢量。

若 ，则 常量。

( ) 0OM F 

( ) 0zM F 

( )OM mv 

( )zM mv 

三、质点系的动量矩定理及守恒

1、质点系的动量矩定理

(e) (e)d d
( )     ( )

d d

O z
O z

L L
M F M F

t t
  或

2、质点系的动量矩守恒

若 ，则 常矢量

若 ，则 常量

OL 

zL

(e)( ) 0  OM F 
(e)( ) 0zM F 
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四、质点系相对质心的动量矩定理

(e) (e)d d
( )     ( )

d d

C Cz
C Cz

L L
M F M F

t t
  或

五、刚体定轴转动微分方程和刚体平面运动微分方程

1、刚体定轴转动微分方程

( )z zJ M   F

2、刚体平面运动微分方程

(e)

Cm  a F

(e)( )C CJ M   F

(e)

(e)

(e)( )

Cx C x

Cy C y

C C C

ma mx F

ma my F

J J M 

   


  


   F
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六、动量矩定理的应用

应用动量矩定理，一般可以处理下列一些问题：

（对单轴传动系统尤为方便）

1、已知质点系的转动运动，求系统所受的外力或外力矩。

2、已知质点系所受的外力矩是常力矩或时间的函数，求刚

体的角加速度或角速度的改变。

3、已知质点所受到的外力主矩或外力矩在某轴上的投影代

数和等于零，应用动量矩守恒定理求角速度或角位移。
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解：选取圆柱为研究对象。受力分析如图示。

运动分析：质心C不动，刚体绕质心定轴转动。

根据刚体平面运动微分方程 )0 ,0(  CyCx aa

N0 A BF F 

N0 A BF F P  

21 d
  

2 d
A B

P
r F r F r

g t


  

①

补充方程：
N N  ,  A A B BF f F F f F    ④

③

②

七、应用举例
[例]置于墙角半径为r重量为P的均质圆柱，初始角速度0，各接触处的动

滑动摩擦因数均为 f，求使圆柱停止转动所需要的时间。P284,11-17

A

B

C

0

FNB

FA

FNA

FB

P

将④式代入①、 ② 两式，有 2

N( 1) 0Bf F P  
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将上述结果代入③式，有

2

d 1 2

d 1

f g
f

t f r

 
   



解得：

2

0(1 )

2 (1 )

f r
t

gf f






2

N N2 2 2 2
  ,    ,   ,   

1 1 1 1
B B A A

P f P f P f P
F F F F

f f f f


    

   

0

0

2 0

2 1
d  d

1

tgf f
t

r f



  

 
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O A

CD

B

选圆柱B为研究对象

2

T

1

2
Bmr F r 

TCma mg F 

②

③

2

T

1

2
Amr F r  ①

解：选圆柱A为研究对象

[例] 均质圆柱体A和B的质量均为m，半径均为r，一绳缠在绕固定轴O转

动的圆柱A上，绳的另一端绕在圆柱B上，绳重不计且不可伸长，不计轴

O处摩擦。P286,11-28

求：1、圆柱B下落时质心的加速度。

2、若在圆柱体A上作用一逆时针转向的转矩M，试问在什么条件下

圆柱B的质心加速度将向上。

O
A

B

C

A

FT

mg

FOx

FOy

F'T

mg

aC
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考虑运动学关系，有

C A Ba r r   ④

由①、②式得： A B 

2
 

5
A B

g

r
  

gaC 5

4
   

代入③、④式得：

2

T

1

2
Bmr F r 

TCma mg F 

②

③

O
A

B

C

2

T

1

2
Amr F r  ①

O A

A

mg

FOx

FOy

CD

B

F'T

mg

aC

FT
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由动量矩定理：

2 21 1
2 2

2 2
A C Bmr mra mr M mgr      (1)

补充运动学关系式： C A Ba r r   代入(1)式，得

1 2( 2 )
2 2    ;     

2 5
C C C

M mgr
mra mra M mgr a

mr


   

当M >2mgr 时， ，圆柱B的质心C加速度将向上。0Ca

2 21 1
2

2 2
O A C BL mr mv r mr     

(e)( ) 2OM M mg r   F

再取系统为研究对象

2 2 (e)d 1 1
( 2 ) ( ) 2

d 2 2
A C B Omr mv r mr M M mgr

t
      F

O
A

B

C

M

mg

FOx

FOy

A

mg

B

aC
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解：取杆分析，建立如图坐标。有

2

T

1
sin

12 2

l
ml F 

AB作平面运动，以A为基点，则

t n t n

C A A CA CA   a a a a a

T sinCxma F mg   
FT

t t

C A CA a a a

因为断开初瞬时,vA= 0,  = 0, 故 ,a
n 

=0
A

a
n  

=0
CA

将上式投影到x轴上，得
t sinCx CAa a 

sin
2

Cx

l
a   T

sin

1 3sin

mg
F







t

2
CA

l
a 



A

x

C B



aCx
mg

[例] 如图质量为m的均质杆AB用细绳吊住，

已知两绳与水平方向的夹角为。求B端绳

断开瞬时，A端绳的张力。

 

A B



A

x

C B

at
CA

at
A

at
A

aCx
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解：以AB为研究对象，受力如图。由定轴转动的微分方程得

A

B

FAx

FBx

FBy

aB
W

AB

[例] 长为l，质量为m 的均质杆AB 和BC 用铰链B联接，并用

铰链A固定，位于铅直平衡位置。今在 C 端作用一水平力F，

求此瞬时，两杆的角加速度。

C

B

A

F

FAy以BC为研究对象，受力如图。由刚体
平面运动的微分方程得

Dx Bxma F F  (2)

21

12 2 2
BC Bx

l l
ml F F   (3)

B

CF

21

3
AB Bxml F l  (1)

W

F'By

F'Bx

BC

aDxD
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BC作平面运动，取B为基点，则

t n

D Dx Dy B DB DB    a a a a a a

将以上矢量式投影到水平方向，得

t

2
Dx B DB AB BC

l
a a a l     (4)

由(1) ～ (4)联立解得
6 30

,
7 7

AB BC

F F

ml ml
   

t n 0
2

B AB DB BC DB

l
a l a a       ， ，

aDx

B

D

C

BC

aB

at
DB aB

aDy
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O

解：取圆柱分析，受力如图。

于是得：
1

N1 2

2

2
,

F
F m g

m r
 

1

2

2
O

F
a a r a

m
   

FN1

F1

m2g a

aO



1 2
1
3

F m a

[例]平板质量为m1，受水平力F作用而沿水平面运动，板与水平面

间的动摩擦因数为 f，平板上放一质量为m2的均质圆柱，它相对平

板只滚动不滑动，求平板的加速度。P286,11-26

F

a

O
2 1Om a F

N1 20 F m g 

2

2 1
1
2

m r F r 

由平面

运动方程
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121 FFFam 

N2 1 N1 0F m g F   

gmmfF )( 212 

1 1 2 2
1( )
3

m a F f m m g m a   

F'
N1

F'
1

FN2

F2 m1g

F
a

取板分析

1 2

1 2

( )

1
3

F f m m g
a

m m

 



教材答案有误

N2 1 2( )F m m g 



理论力学 中南大学土木建筑学院 64

A

解：以曲柄为研究对象，画受力图，列转动方程

A

O


Fn

Ft

FOn FOt

[例]水平面上行星齿轮机构的曲柄OA受力偶M作用而绕固定水平轴O转动，

并带动齿轮Ⅱ在固定齿轮Ⅰ上滚动如图所示。设曲柄OA为均质杆，长l、质

量为m1；齿轮Ⅱ为均质圆盘，半径r 、质量为m2。试求曲柄的角加速度及

两齿轮接触处沿切线方向的力。P321，12-12

O

A

M

Ⅱ

Ⅰ

MF't
FFN

at

an

取齿轮Ⅱ分析，作受力图，列方程

Fn
′

2

2 1

1

2
m r Fr  (3)

2 t tm a F F  (2)

2

1 t

1

3
m l M Fl   (1)

由运动学关系有 t 1a r l  

联立求解得

2

1 2

6

(9 2 )

M

m m l
 



1

1 2

3

(9 2 )

m M
F

m m l



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研究刚体平面运动的动力学问题，一定要建立运动学

补充方程，找出质心运动与刚体转动之间的联系。

应用动量矩定理列方程时,  要特别注意正负号的规定

的一致性。
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动能定理用能量法研究动力学问题。能量法不仅在机械运

动的研究中有重要的应用，而且是沟通机械运动和其它形式运

动的桥梁。动能定理建立了与运动有关的物理量—动能和作用

力的物理量—功之间的联系，这是一种能量传递的规律。

力的功是力沿路程累积效应的度量。

cos

    

W Fs

F s



 

功是代数量。 时，正功； 时，功为零； 时，负功。

单位：焦耳（Ｊ）；
2





2





2






1J 1N m 

一、常力的功
F

M1 M2

s



§ 12-1 力的功
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二、变力的功

力F在曲线路程 中作功为21MM

设质点M在变力F的作用下沿曲线运动，力F在微小弧

段上所作的功称为力的元功，记为dW，于是有

δ cos dW F s 

0
cos d

s

W F s 
自然法表示的
功的计算公式

上两式可写成矢量点乘积形式

δ dW  F r
2

1

d
M

M
W   F r

矢径法表示的
功的计算公式

M'

M1

M2



ds

M
dr

F

δ d d dx y zW F x F y F z  
2

1

( d d d )
M

x y z
M

W F x F y F z  
直角坐标法表示的功的计算公式，也称为功的解析表达式。
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三、常见力的功

质点系：
1 2 1 2( ) ( )i i i i C CW W m g z z mg z z     

质点系重力的功，等于质点系的重量与其在始末位置重

心的高度差的乘积，而与各质点运动的路径无关。

0 0x y zF F F mg     ， ，

代入功的解析表达式得

2

1
12 1 2( )d ( )

z

z
W mg z mg z z   

1、重力的功
M1

M2

M

mg
z1

z2O

x

y

z
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2 2

1 1
0 0d ( ) d

M M

M M
W F r k r l r r      

2

0

1 1
d d d( ) d( ) d

2 2

r
r r r r r r r

r r r
      

2

00 )(d
2

d)(
2

1

2

1

lr
k

rlrkW
r

r

r

r
 

   ])()[(
2

2

02

2

01 lrlr
k



2 2 2 2

1 2    ( ) ( )
2 2

k k
W d d d d   初 末即

弹性力的功只与弹簧
的起始变形和终了变
形有关，与力作用点
的路径无关。

1 1 0  r ld   ； 变令 初 形

2 2 0 r ld   ；末变形

2、弹性力的功

弹簧原长l0 ，作用点的轨迹为图示曲线A1A2。在弹性极限内

k—弹簧的刚性系数，表示使弹簧发生单位变形时所需的力(N/m)。
0 0( )F k r l r  

A1

A2

r2

r1

l0
O

r0

r

Ad

F A0

dr
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

O

z

O1

A

设作用在定轴转动刚体上A点的力为F，
将该力分解为Ft、Fn和Fb。

当刚体转动时，转角j与弧长s的关系为

t cosF F 

d ds R j

R为点A到轴的垂距。力F的元功为

t tδ d = d d dzW F r F s F R Mj j    Ft

F

r

Fb

Fn力F在刚体从角j1转到j2所作的功为

2

1
12 dzW M

j

j
j 

3、作用于转动刚体上的力的功，力偶的功

作用面垂直转轴的常力
偶M，则力偶作的功为

12 2 1( )W M j j 
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d d 0Cr v t 

S Sd d 0CW F r F v td     

法向力FN，静摩擦力FS作用于瞬心C处，而瞬心的元位移

(2)  圆轮沿固定面作纯滚动时，静滑动摩擦力的功。

4、摩擦力的功

(1)  动滑动摩擦力的功 2 2

1 1
Nd d

M M

M M
W F s fF s    

FN=常量时，W= －fFNs，与质点的路径有关。

圆轮沿固定面作纯滚动时，
摩擦力是静摩擦力，不作功! FN

FS C

P

R
w

O
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5、质点系内力的功

只要A、B两点间距离保持不变，内力的元功和就等于零。

刚体的内力功之和等于零，不可伸长的绳索内力功之和

等于零，但变形体内力功之和不为零。

d dA BW F r F rd    

d dA BF r F r   

d( )A BF r r  

d BAF r 

6、任意运动刚体上力系的功

结论1：任意运动刚体上力系的功，等于刚体上所受各

力作功的代数和。

结论2：任意运动刚体上力系的功，也等于力系向任一

点（质心）简化所得的力与力偶作功之和。

O

A

B

rA

rB

F
F′
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四、理想约束力的功

约束力元功为零或元功之和为零的约束称为理想约束。

4、柔性约束（不可伸长的绳索）

拉紧时，内部拉力的元功之和恒等于零。

R R R Rd d d d 0W F r F r F r F rd         

N Nd 0    ( d )W F r F rd    

1、光滑固定面约束
dr

FN

2、联接刚体的光滑铰链（中间铰）

dr

FR FR

N N S( ) d 0CW F F rd    

3、刚体沿固定面作纯滚动

FN

FS C
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解：滑块在任一瞬时受力如图。由于P与FN始终

垂直于滑块位移，因此，它们所作的功为零。所
以只需计算FT与F的功。先计算FT的功：

在运动过程中， FT 的大小不变，但方向在变，
因此其元功为

T Tδ cos dFW F x

2 2cos (20 ) (20 ) 15x x    

因此FT在整个过程中所作的功为

T

20 20

T
2 20 0

20
cos d 20 d 200 N cm

(20 ) 15
F

x
W F x x

x



   

 
 

[例]如图所示滑块重P=9.8N，弹簧刚度系数

k=0.5N/cm，滑块在A位置时弹簧对滑块的

拉力为2.5N，滑块在20N的绳子拉力作用下

沿光滑水平槽从位置A运动到位置B，求作

用于滑块上所有力的功的和。

FT

15 cm
B

A

20 cm

x



P

F

FN

FT
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再计算弹性力F的功：由题意：

1

2.5
5cm

0.5
d  

2 5 20 25cmd   

因此F在整个过程中所作的功为

2 2 2 2

1 2

1 1
( ) 0.5(5 25 ) 150 N cm

2 2
FW k d d      

因此所有力的功为

T
200 150 50 N cmF FW W W     

另

外

20
cot

15

x





2

15d
d 15dcot

sin
x





  

1
cos d 15d( )

sin
x


 

FT

15 cm
B

A

20 cm

x
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解：将A处的力平行移到C处，同时
附加一个力偶矩为Fl 的力偶。

[例]图示机构中，杆OB长为l，AB长为2l，C为中点，A处有一大小不变且
始终垂直杆的力F作用。当从00连续变化到900时，力F作的功是多少？

O

A

B

C

F

l
l

l



F

M

C处的力F所作的功为：

cos( )d sin d
2

CFW F x F x 


     
为何加负号？

x

2 cos d 2 sin dx l x l     

22 2

0 0

1 cos 2
sin d 2 sin d 2 d

2 2
CF

Fl
W F x l F l F


   

 
 

      

力偶Fl所作的功为：
2 2

M

Fl
W M

 
 

A处的力F所作的总功为： AF CF MW W W Fl   

也可将A处的力平行移到B处，自行计算。
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物体的动能是由于物体运动而具有的能量，是机械运

动强弱的又一种度量。

瞬时量，恒为正，具有与功相同的量纲，单位也是J(焦耳)。

对于任一质点系：（ 为第i个质点相对质心的速度）iCv

2 21 1

2 2
C i iCT mv m v   柯尼希定理

2

2
1

mvT 一、质点的动能

21

2
i iT m v二、质点系的动能

上式是对质心而言的，对任意一点能否成立呢？

§12-2 动 能
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设质点系第i个质点的速度为vi，质心的速度为vC。

i C iCv v v  2 2 2 2i C iC C iCv v v v v   

2 2 21 1 1

2 2 2
i i i C i iC i C iCT m v m v m v m v v       质点系的动能

0ii A iA A iA A CAm v v v m v v mv      

若任选一点A的速度为基点，有

i A iAv v v 
2 2 2 2i A iA A iAv v v v v   

0ii C iC C iC C CCm v v v m v v mv      



理论力学 中南大学土木建筑学院 15

21

2
PT J w （P为速度瞬心）

2

P CJ J md 

2 2 2 2 21 1 1 1
( )

2 2 2 2
C C CJ m d mv Jw w w   

2 2 2 21 1 1 1
( )

2 2 2 2
i i i CT m v m v mv mv    

2 2 2 21 1 1
( )

2 2 2
i i i i zT m v m r Jw w   

3、平面运动刚体

三、刚体的动能

2、定轴转动刚体

1、平移刚体

只能对瞬心和质心用，对其它点不存在类似的公式。

w质心C

瞬心P
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2 21 1

2 2
C CT mv J w 

21

2
C CJ mR v Rw   ，

2

4

3
CmvT 

Cv R vw 

2 21 1
( )

2 2
CT m v r Jw w  

2 21 1

2 2
C CT mv J w 

均质圆盘在平板上

作纯滚动时的动能

w

v

C vC

均质圆盘在地面上

作纯滚动时的动能

C vC

w
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P 为AB杆的瞬心

23

4
A AT Mv

sin

A
ΑΒ

v

l
w


 21

3
PJ ml

2
2 2

2

1 1

2 6sin 3

A
AB P AB A

mv
T J mvw


     21

9 4
12

AT M m v 

A ΑΒv PAw

解：
A ABT T T 

[例]  均质细杆长为l，质量为m，上端B靠在光滑的墙上，下
端A用铰与质量为M半径为R且放在粗糙地面上的圆柱中心相
连，在图示位置圆柱作纯滚动，中心速度为vA，杆与水平线
的夹角=450，求该瞬时系统的动能。

vA

A

B



C

P
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

O

r

dr

O1

w

P

A

B

C

[例]长为l，重为P的均质杆OA由球铰链O固

定，并以等角速度w绕铅直线转动，如图所

示，如杆与铅直线的交角为，求杆的动能。

1 sinv O B rw w   

1
d d

P
m r

l g
  

2 2
2 21

d d sin d
2 2

P r
T m v r

gl

w
    

杆OA的动能是
2 2 2 2

2 2

0 0
d sin d sin

2 6

l l P r Pl
T T r

gl g

w w
     

解：取出微段dr到球铰的距离为r，该微段的速度是

微段的质量

微段的动能 O2

此动能与重量为P 绕铅垂轴以w作定轴转动的O2A杆动能一样!
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O1

解：在椭圆规系统中滑块A和B作平移，曲柄
OC作定轴转动，规尺AB作平面运动。首先
对运动进行分析，O1是AB的速度瞬心，因:

1 2 cosA ABv O A b bw j w w    
2 2

21

2 2
A A A

mb
T m v

w
 

[例]求椭圆规的动能，其中OC、AB为均质细杆，质量为m和2m，长为b

和2b，滑块A和B质量均为m，曲柄OC的角速度为w，j = 60°。

A

B

O

C

j

w

vC

vB

vA
wAB

1 2 sin 3B ABv O B b bw j w w    

2 2
21 3

2 2
B B B

mb
T m v

w
 

1C ABv O C OCw w    ABw w 
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对于曲柄OC： 2 21

3

1

3
O OCJ m b mb 

AB作平面运动，用绕速度瞬心转动的公式
求动能：

1

2

1

2 2 21 8

12 3
2 (2 ) 2

O C ABJ J m O C

m b m b mb

  

     

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 3 1 4 7

2 2 6 3 2

A B OC ABT T T T T

mb mb mb mb mbw w w w w

   

    

2 2 21 1

2 6OC OT J mbw w 

1

2 2 21 4

2 3AB O ABT J mbw w 

系统的总动能为：

O1A

B

O

C

j

w

vC

vB

vA
wAB
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解：AB杆作平面运动，其质心C的速度为

C A CA v v v

速度合成矢量图如图，由余弦定理有：
2 2 2

2 2

2 2 2

1 1
2 2

1
4

2 cos(180 )

( ) 2 cos

cos

C A CA A CA

A A

A A

v v v v v

v l v l

v l l v

j

w w j

w w j

   

  

  

则杆的动能 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 4 2 12

1 1
2 3

( cos ) ( )

( cos )

C C

A A

A A

T mv J

m v l l v ml

m v l l v

w

w w j w

w w j

 

   

  

vCA vC

vA

[例]如图滑块A以速度vA在滑道内滑动，其上铰接一质
量为m，长为 l 的均质杆AB，杆以角速度w 绕A转动。
试求当杆AB与铅垂线的夹角为j时，杆的动能。

B

j

vA

w

A

B

j

vA

w

A

C
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一、质点的动能定理

21
d d( ) d( )

2 2

m
m v v v v mv   

21
d( )

2
mv W d因此 动能定理的微分形式

将上式沿路径 积分，可得21MM

2 2

2 1 12

1 1

2 2
mv mv W  动能定理的积分形式

两边点乘以 ，有dr
d

d d
d

v
m r F r

t
  

d

d

v
m F

t
牛顿定律

M1

M2

M

v

F
a

§12-3 动能定理
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对质点系中的一质点 ：
iM

21
d( )

2
i i im v W d

即 质点系动能定理的微分形式d iT W d

将上式沿路径 积分，可得21MM

122 1T T W  质点系动能定理的积分形式

在理想约束的条件下，质点系的约束力不作功，但质点系

的内力作功之和并不一定等于零，例如弹簧在系统内作功。

2 21 1
d( )     d( )

2 2
i i i i i im v W m v W d   d   对整个质点系，有

二、质点系的动能定理
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解：研究OA杆 2 2

12 1 2

1
1.2 ( )

2
W P k d d   

])22.14.2(0[3000
2

1
2.18.930 22 

)J(4.388

2

1

1 1
30 2.4 28.8   

2 3
T w w    2 2

0 0 ， 02 T

由
2 1 12T T W 

2

0

0

0 28.8 388.4

 3.67rad/s

w

w

  



[例]图示的均质杆OA的质量为30kg，杆在铅垂位置时弹簧处于自然状态。

设弹簧常数k =3kN/m，为使杆OA能由铅直位置转到水平位置，在铅直位

置时的角速度至少应为多大？

w0

B
450A

B

1
.2

m
1

.2
m

C

P
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12

0.8
2 (1 0.6) 1.2

2
W mg mg mg    

01 T

2 2 2 2 2

2

1 1 1
(2 ) ( 0.8 )

2 2 2 3
O

m
T J m v mvw w   

2

2

7

6
T mv 

27
0 1.2        1.01m/s

6
mv mg v  

解：取整个系统为研究对象

OA杆铅垂时,AB杆瞬时平移。

0.8v wB端速度为v，且

[例]两根均质直杆组成的机构及尺寸如图示；AB杆质量是OA杆质量的两

倍，各处摩擦不计，如机构在图示位置从静止释放，求当OA杆转到铅垂

位置时，AB杆B 端的速度。

w

B

A

B

2
m

O

2mg

A

0.8m

mg
v

v

2 1 12 T T W 
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[例]如图一长为l，质量密度为的链条放置在光滑的水平桌
面上，有长为b的一段悬挂下垂。初始链条静止，在自重的作
用下运动。求当末端滑离桌面时，链条的速度。

b

bl 

解得

l

blg
v

)( 22

2




解:链条在初始及终了两状态的动能分别为

01 T 2

22
2

1
lvT 

在运动过程中所有的力所作的功为

2 2

12

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
W gb l b g l b l b g l b        由

1212 WTT 
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解：以系统为研究对象，则初瞬时的动能为 01 T

当杆运动到铅垂位置时，其速度瞬心为杆端B，
设此时杆的角速度为w，则系统的动能为

2 2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1
( ) ( 10 0.6 ) 0.6 N m

2 2 3 2 3
BT J mlw w w w      

[例]图示机构，均质杆质量m＝10kg，长度l＝60cm，两端与不计重量的
滑块铰接，滑块可在光滑槽内滑动，弹簧的弹性系数为k=360N/m。在图
示位置，系统静止，弹簧的伸长为20cm。然后无初速释放，求当杆到达
铅垂位置时的角速度。

30

B

A

C

mg

30 cm

在系统运动过程中，只有重力和弹力作功，所以在
系统运动过程中所有的力所作的功为

2 2

12 1 2

2 2

1
( cos30 ) ( )
2 2 2

0.6 3 0.6 1
10 9.8( ) 360(0.2 0.1 ) 1.46 N m

2 2 2 2

l l
W mg k d d    

       

1212 WTT 由 得
1.46

1.56rad s
0.6

w  
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O

vA

vD

vB

[例]两根完全相同的均质细杆AB和BC用铰链B连接在一起，而杆BC

则用铰链C连接在C点上，每根杆重P =10N，长l =1m，一弹簧常数

k=120N/m的弹簧连接在两杆的中心，如图所示。假设两杆与光滑地

面的夹角 =60º时弹簧不伸长，一力F=10N作用在AB的A点，该系

统由静止释放，试求=0º时AB杆的角速度。

A



C

B

D

F

wB

C

wAB
解：AB杆作平面运动，BC杆作定轴转
动，找出AB杆的速度瞬心在O点，由几
何关系知OB=BC=l，因此由

B AB BCv OB BCw w   

得 AB BCw w w 

同时还可以得出结论，当θ＝0º时O点与A点
重合，即此时A为AB杆的速度瞬心，所以

1 0T 

2 2 2 2

2

1 1 1

2 2 3
A AB C BC

P
T J J l

g
w w w  
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主动力作功 (2 2 cos )FW Fs F l l Fl   

重力作功
1 3

2 sin
2 2

PW P l Pl  

弹性力作功 2 2 2 2

1 2

1 1 1
( ) [0 ( ) ]

2 2 2 8
E

l
W k k l kld d      

主动力所作总功 2

12

3 1

2 8
F P EW W W W Fl Pl kl     

由动能定理的积分形式得： 2 2 21 3 1

3 2 8

P
l Fl Pl kl

g
w   

3 1 1
( ) / 3.28 rad/s

2 8 3

W
P W kl l

g
w    

因为系统属理想约束，所以约束力不作功，作功的力有

主动力F，重力P和弹性力，分别求得如下：

A



C

B

D

F

P P
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解：分析系统，初瞬时的动能为 T1=0

设连杆OA运动的角速度为wOA，由于

OA=AB，所以杆AB作平面运动的角速度

wBAwOA。OA运动到水平位置时，B端

为杆AB的速度瞬心，因此轮B的角速度

为零，vB=0。系统此时的动能为

2 2

2

2 2 2 2 2 2

1 1

2 2

1 1 1 1 1
( ) ( )

2 3 2 3 3

O BT J J

ml ml ml

w w

w w w

 

  

[例]在对称连杆的A点，作用一铅垂方向的常力F，初始系统静止，如图。
求连杆OA运动到水平位置时的角速度。设连杆长均为l，质量均为m，均
质圆盘质量为m1，且作纯滚动。

O 

A

F

B

wBA
wOA

vA

vB

O A

F

Bw
w



理论力学 中南大学土木建筑学院 31

12 2( sin ) sin
2

( ) sin

l
W mg Fl

mg F l

 



  

 

2 21
0 ( ) sin

3
ml mg F lw   

解得
3( )sinmg F

lm


w




mg mg
1212 WTT 由 得

系统受力如图所示，在运动过程中所有的力所作的功为

O 

A

F

B

m1g

FN

FS

FOx

FOy
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解：取系统分析，则运动初瞬时的动能为

2

0

1

2
AT mv

2v0

2 2 20
0

21 1
( )( )

2 2
C

v
T Mr Mv

r
 

2 2

0 0

1
(2 ) 2

2
BT m v mv 

2

1 0

7 10

4
A B C D

M m
T T T T T v


    

2 2 2 20
0 0

1 1 1 3
( )( )

2 2 2 4
D

v
T Mv Mr Mv

r
  

[例]如图，重物A和B通过动滑轮D和定滑轮C而

运动。如果重物A开始时向下的速度为v0，试问

重物A下落多大距离，其速度增大一倍。设重物

A和B的质量均为m，滑轮D和C的质量均为M，

半径均为r且为均质圆盘。重物B与水平面的动

摩擦因数为f，绳索质量忽略不计且不能伸长。
D

A

B

v0

C
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D

A

B

C

系统受力如图所示，设重物A下降h高

度时，其速度增大一倍。在此过程中，所
有的力所作的功为

 
12 d 2

(1 2 )

W mgh Mgh F h

M f m gh

    

  

由
1212 WTT  得

 2

0

3
(7 10 ) (1 2 )

4
M m v M f m gh   

解得
 

2

03(7 10 )

4 (1 2 )

M m v
h

M f m g




 

速度增大一倍时的动能为
2

2 0(7 10 )T M m v 

mg

Mg

Mg

mg

FN

Fd

FCy

FCx

若初瞬时系统静止，如
何求运动过程中各段绳
的张力及C处的约束力？
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设重物A下降任意位置 s 时的速度为vA。

D

A

B

C

vA s

2

2

7 10

4
A B C D A

M m
T T T T T v


    

系统的动能为

1 0T 

在此过程中，所有的力所作的功为

 12 d 2 (1 2 )W mgs Mgs F s M f m gs       

由 1212 WTT  得

 27 10
(1 2 )

4
A

M m
v M f m gs


  

上式两边对时间求导，并注意 可求得
d d

0
d d

A
A A

v s
a v

t t
    ，

2[ (1 2 ) ]

7 10
A

M f m
a g

M m

 



加速度求得后，如何求力？

定轴转
动方程

质心运
动定理动量矩

定理

质心运
动定理
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[例]已知均质圆盘质量为m，半径为R，摩擦因数为 f ，斜面
倾角为j。求纯滚动时盘心的加速度。

j

C

FN

mg

vC

w

FS

解：取系统为研究对象，假设圆盘
中心向下产生位移s时速度达到vC。 s

1 0T 

力的功：
12 sinW mgs j

由动能定理得： 23
0 sin

4
Cmv mgs j 

2

2

3

4
CT mv

jsin
3

2
ga 两边对时间求导解得：
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A

解1：以曲柄为研究对象，画受力图，列转动方程

A

O
a1

Fn

Ft

FOn FOt

MF't
FFN

at

an
a2

取齿轮Ⅱ分析，作受力图，列方程

Fn
′

2

2 2

1

2
m r Fra  (3)

2 t tm a F F  (2)

2

1 1 t

1

3
m l M Fla   (1)

由运动学关系有 t 2 1a r la a 

联立求解得

1 2

1 2

6

(2 9 )

M

m m l
a 



2

1 2

3

(2 9 )

m M
F

m m l




[例]水平面上行星齿轮机构的曲柄OA受力偶M作用而绕固定水平轴O转动，

并带动齿轮Ⅱ在固定齿轮Ⅰ上滚动如图所示。设曲柄OA为均质杆，长l、质

量为m1；齿轮Ⅱ为均质圆盘，半径r 、质量为m2。试求曲柄的角加速度及

两齿轮接触处沿切线方向的力。P321，12-12

O

A

M

Ⅱ

Ⅰ
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解2：以曲柄和齿轮Ⅱ为研究对象，其对O的动量矩为。

联立求解得 2

1 2

6

(2 9 )

M

m m l
a 



2

1 2

3

(2 9 )

m M
F

m m l




A

O

w1

FOn FOt

F
FN

w2

M

2 2 2

1 1 2 2 2 1

1 1

3 2
OL m l m r m lw w w  

由质点系的动量矩定理有

(e)d
( ) ( )

d

O
O

L
M F M F l r

t
   

2 2 2

1 1 2 2 2 1

1 1
( )

3 2
m l m r m l M F l ra a a    即 （1）

由运动学关系有 1 2l ra a （3）

2

2 2

1

2
m r Fra  （2）单独考虑齿轮Ⅱ有
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wO

wII解：取整个系统为研究对象 T1=0

2 2
2 2 21 2

2 2

1 1 1

2 3 2 2 2 
A

m l m r
T m vw w   

    A
A

v l
v l

r r
w w w  ，

2 2
2 2 2 2 21 2 2 1 2

2

2 9
( ) ( )

6 2 4 12

m l m m r m ml
T l l

r
w w w w


    12W Mj

根据动能定理，得 2 21 22 9
0

12

m m
l Mw j


  ①

将①式对t求导数，得 2

1 2

6

(2 9 )

M

m m l
a 



1 2

2 3

2 9

M

l m m

j
w 



[例]水平面上行星齿轮机构的曲柄OA受力偶M作用而绕固定水平轴O转动，

并带动齿轮Ⅱ在固定齿轮Ⅰ上滚动如图所示。设曲柄OA为均质杆，长l、质

量为m1；齿轮Ⅱ为均质圆盘，半径r 、质量为m2。试求曲柄的角速度及角

加速度。P321，12-12

O

A

M

Ⅱ

Ⅰ
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[例]图示系统中，均质圆盘A、B各重P，半径均为R，两盘中心线为水平线，

重物D重Q，盘A上作用有常力偶矩M。问下落距离h时重物的速度

与加速度。(不可伸长的绳不计自重，盘B作纯滚动，初始时系统静止)

A B

CO
M

D

解：取系统为研究对象，设重物
速度为 v，加速度为a。

01 T

2 2 2

2

1 1 1
 

2 2 2
O A C B

Q
T J v J

g
w w  

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

1 1 1 3

2 2 2 2 2

3
( ) ( )

4 2 4 2

(8 7 )
16

A B

P Q P
R v R

g g g

P v Q P v
R v R

g R g g R

v
Q P

g

w w    

  

 

Q

v a C′

12

h
W M Qh M Qh

R
j   
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PQ

hgQRM
vhQ

R

M
PQ

g

v

78

)/(
4     )(0)78(

16

2






8 7 d d d
2 ( )       ( )

16 d d d

Q P v M h h
v Q v

g t R t t


   

8( / )

8 7

M R Q g
a

Q P






上式两边求导得：

Q

v a

A B

CO
M

D

C′

2 1 12T T W 由动能定理
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解：选系统为研究对象，受力如图。

12 2 sin cos

(2sin cos )

W mgs fmgs

mgs f

 

 

 

 

2 2 2 2

1 2

1 1 1 1
0      

2 2 2 2
T T mv mr mvw    

运动学关系： wrv  2
2 4

5 mvT 

由动能定理： 25
0 (2sin cos )

4
mv mgs f    对ｔ求导，得

gfa )cos
5
2sin

5
4(  

[例]均质圆盘A质量m，半径r；滑块B质量m，通过质量不计、平行于斜面

的杆AB连接。斜面倾角为，动摩擦因数为 f，圆盘作纯滚动，系统初始静

止。求滑块B的加速度。



A

B

mg FNA

mg FNB

FSA

FB设A移动s，则
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[例]卷扬机如图，鼓轮在常力偶M的作用下将圆柱上拉。已知鼓轮的半径
为R1，质量为m1，质量分布在轮缘上；圆柱的半径为R2，质量为m2，质
量
均匀分布。设斜坡的倾角为，圆柱只滚不滑。系统从静止开始运动，求
圆柱中心C经过路程s时的速度和加速度。



M

O

C

R1

R2

解：以系统为研究对象，受力如图。
系统在运动过程中所有力所作的功为

12 2

1

sin
s

W M m g s
R

   

系统在初始及终了两状态的动能分别为

01 T
2 2 2

2 1 1 2 2

1 1 1

2 2 2
C CT J m v Jw w  

m1g

FOx

FOy

m2g
FS

其中 2

1 1 1J m R 2

2 2

1

2
CJ m R

1

1
R

vCw
2

2
R

vCw

w1

w2
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于是 )32(
4

21

2

2 mm
v

T C 

由 1212 WTT  得

2

1 2 2

1

(2 3 ) 0 sin
4

Cv s
m m M m g s

R
    

解之得 2 1

1 1 2

( sin )
2

(2 3 )
C

M m gR s
v

R m m







M

O

C

R1

R2 m1g

FOx

FOy

m2g
FS

w1

w2

动能定理求导得 2 1

1 2 1

2( sin )

(2 3 )
C

M m gR
a

m m R






由于斜面不一定通过O点，所以系统不能用对点O的动量矩定理求解。
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[例] 齿轮传动机构，Ⅰ为主动轮，Ⅱ为从动轮。已知各齿轮的转动惯量和
半径分别为J1 、 J2 ， R1 、 R2 ，两齿轮作用的扭矩分别为M1、M2 。求
轴Ⅰ的角加速度。

Ⅰ

Ⅱ

M1

M2

解：取系统为研究对象，T1=0

2 2 22
2 1 1 2 2 1 12

12

1 1 1
( )

2 2 2

J
T J J J

i
w w w   

2

1

1

2
12

2

1

j

j

w

w


R

R
i由运动学可知：

主动力的功： 2
12 1 1 2 2 1 1

12

( )
M

W M M M
i

j j j   

由动能定理得：
1

12

2
1

2

12

12

2
1 )(0)(

2

1
jw

i

M
M

i

J
J 

将上式对时间求导，并注意 1 1
1 1

d d

d dt t

w j
a w  ，

)()(
2

12

2
1

12

2
11

i

J
J

i

M
M a解得：
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一、功率：力在单位时间内所作的功（它是衡量机器工作

能力的一个重要指标）。功率是代数量，并有瞬时性。

d

W
P

t

d


作用力的功率：
t

d

d d

W F r
P F v F v

t t

d 
    

力矩(力偶矩)的功率：
d

d d 30
z z z

W n
P M M M

t t

j
w

d 
   

功率的单位：瓦特（W），千瓦（kW），１W=１J/s 。

我国 1马力=0.735 kW

§12-4  功率 · 功率方程
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机器稳定运行时， 机械效率0d/d tT

%100
输入

有用

P

P


是评定机器质量优劣的重要指标之一，一般情况下＜１。

二、功率方程

分析：起动阶段（加速）： 即

制动阶段（减速）： 即

稳定阶段（匀速）： 即

0
d

d


t

T

0
d

d


t

T

0
d

d


t

T

无用有用输入 PPP 

无用有用输入 PPP 

无用有用输入 PPP 

由 的两边同除以dt 

得

dT W d




 无用有用输入即 PPPP
t

T

t

W

t

T

d

d
        

dd

d d 功率
方程
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[例] 车床电动机的输入功率P=5.4 kW 。传动零件之间的磨擦
损耗功率为输入功率的30％。工件的直径d=100 mm。
求：转速n=42 r/min 和 n =112 r/min 的允许最大切削力。

解：车床正常工作时，工件匀速旋转，动能无变化

d

d

T

t
= 0 P P P无用有用 输入= －

5.4kWP输入=

30% 1.62kWP P  无用 输入=

其中 3.78kWP P P 无用有用 输入= －

切削力F与工件在切削力作用点的速度v同向

π

2 30

d n
P Fv F    有用=F v 有用P

dn
F

π

60


当 n = 42 r/min 时 当 n = 112 r/min 时

kN1917783
420.1π

60
.. 


F kN456783

2110.1π

60
.. 


F
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一、势力场

1、力场：若质点在某空间内的任何位置都受到一个大小和

方向完全由所在位置确定的力作用，则此空间称为力场。

重力场、万有引力场、弹性力场都是势力场。

质点在势力场中受到的场力称为有势力(保守力)，

如重力、弹力等均为有势力（保守力）。

2、势力场：在力场中，如果作用于质点的场力作功只决定

于质点的始末位置，与运动路径无关，这种力场称为势力场。

§12-5 势力场、势能、机械能守恒定律
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二、势能

在势力场中，质点从位置M 运动到任选位置M0，有势力

所作的功称为质点在位置M 相对于位置M0的势能，用V 表示。

0 0

d d d d
M M

x y z
M M

V F r F x F y F z     
M0作为势能为零的基准位置，称为零势能点。势能具

有相对性。零势能点可以任意选取，对于不同的零势能点，

在势力场中同一位置具有不同的势能。

②、弹性力场 取弹簧的自然位置为零势能点

mghzzmgV  )( 0

零势能点的选取

①、重力场 取z0处为零势能点

2

2

1
dkV  其中d为弹簧的变形
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j d

③、重力－弹性力系统

一般取系统的平衡位置作为系统的零势点。

质量为m，长为l的均质杆用刚性系数为k的弹簧吊住于

水平位置平衡。选不同零势能点列出系统的势能。

平衡时弹簧的初变形为 0
2

mg

k
d 

选水平位置为重力零势能点，自然位

置O为弹簧零势能点。杆处于微小摆

角j时，系统的势能为
2 2

2 2 2

0

1 1
( )

2 2 2 8

l m g
V k l mg kl

k

j
d j j    

选杆水平位置平衡时为系统的零势能点，杆处于微小摆角j时，

系统的势能为

2 2 2 2 2 2

0 0 0

1 1 1
( ) [( ) ]

2 2 2 2 2

l l
V k mg k l mg kl

j j
d d d j d j       

d0

自然位置

平衡位置
A

B

O

C

l



理论力学 中南大学土木建筑学院 51

d d d dx y zF x F y F z V   

( )V V x y z ， ， 是坐标的单值连续函数。

V与积分路径无关，积分号内必为全微分，即

有势力的功等于质点系在运动的始末位置的势能之差。

2 0 2

1 1 0
12 10 20 1 2d d d

M M M

M M M
W F r F r F r W W V V            

M1→M2：

在M1位置：
0

1
1 10d

M

M
V F r W  

在M2位置：
0

2
2 20d

M

M
V F r W  

三、有势力的功

x

y

z

O

M1

M2

M0
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设质点系只受到有势力(或同时受到不作功的非有势力) 作用，

则 211212 VVWTT 

—机械能守恒定律常量 2211    VTVT

对非保守系统，设非保守力的功为W12
'，则有

121122 )()( WVTVT 

四、机械能守恒定律

机械能：系统的动能与势能的代数和。

这样的系统称为保守系统。

等势面：质点位于该面上任何地方，势能都相等。

z
z

V
y

y

V
x

x

V
V dddd














            x y z

V V V
F F F

x y z

  
      

  
， ，

质点系的势能：
1 1 1( ) ( d d d )

io

i

M

xi i yi i zi i
M

V x y z F x F y F z   ， ， ，
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由机械能守恒定律： 2 2 21 1
0 ( )

2 24 2 2

l l
mg ml m y mg y

 

    

将 代入上式，化简后得
2

cos

y

l








 

2 2

2 2

6 cos (1 sin ) 6 cos

1 3cos 2 1 3cos

g g
y l y

  

 

 
  

 

1 10
2

l
T V mg ，初瞬时：

2 2 2 2 2

2

1 1 1 1

2 2 24 2
C CT J mv ml m yw 

 

   
2

sin
( )
2 2

l l
V mg y mg


  

 
2

= 1 sin   = cos = =
2 2 cos

C

l l y
y v y

l
   w




  

    ， ， 任一瞬时：

C

y
2

l



[例] 长为l，质量为m的均质直杆，初瞬时直立于光滑的桌面上。当杆无初

速度地倾倒后，求质心的速度（用杆的倾角和质心的位置表达）。

解：由于水平方向不受外力，且初始静止，故质心C只能铅垂下降。

约束力不作功，主动力为有势力，因此可用机械能守恒定律求解。
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动力学普遍定理
动量定理

动量矩定理

动能定理

矢量形式，投影求解。

标量形式

综合应用

①根据问题的已知条件和待求量，选择适当的定理

求解，包括各种守恒定理的应用。

②比较复杂的问题，根据需要选用两、三个定理联

合求解。一般可用动能定理求运动有关的量（速度、

加速度），用质心运动定理或对定轴的动量矩定理、

对质心的动量矩定理求力。

求解过程中，往往要正
确进行运动分析，提供
正确的运动学补充方程。

平面运动速度和

加速度的分析。

§12-6 动力学普遍定理及综合应用
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动力学普遍定理的综合应用
[例]置于光滑水平面上的两均质杆AC和BC各重为P，长为l，在C处光滑铰

接，初始静止，C点高度为h，求铰C到达地面时的速度。 C

h

A BC

解：整体分析受力如图。因为 ，

且初始静止，所以水平方向质心位置守恒。

(e) 0xF 

动量守恒定理＋动能定理求解。

计算动能时，利用平面运动的运动学关系。

12 2
2

h
W P Ph   

01 T
2222

2 3
12

3
1

2
1 ww l

g
Pl

g
PT 

代入动能定理： ghvPhv
g

P
CC 3      0

3

1 2 

2
2 3

1
         CC v

g

P
Tlv  w

P P

FNA
FNBvC

w w
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解：（1）取圆盘在任意位置为研究对象

( ) 0 BM  ；F 0      0B B BJ a a  

00 wwB 圆盘运动始终为平移！

B

Fy

P2

aB

Fx

[例]重P1= 60N、长24cm的均质杆AB与重P2=150N的均质圆盘在B处用铰

链连接。系统由图示位置无初速地释放。求系统经过最低位置时B的速

度及支座A处的约束力。
A

B

B

600

（2）用动能定理求速度。

取系统研究。初始时T1=0，最低位置时：

2 22
2

1 1

2 2
A B

P
T J v

g
w 

Bl vw 

vB

w

2 2 21 2 1 231 1 1

2 3 2 6
B B B

P P P P
v v v

g g g


   

0 0 01
12 1 2 2( cos60 ) ( cos60 ) ( )( cos60 )

2 2 2

Pl l
W P P l l P l l      
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2 1 12T T W 
2 01 2 1

2

3
0 ( )( cos60 )

6 2
B

P P P
v P l l

g


   

代入数据，得 1.58 m/sBv 

A

B

B

600

vB

w

（3）用动量矩定理求杆的角加速度a 。

系统到达最低位置时受力如图

2 2 21 2 1 21 1
( )

3 3
A B

P P P P
L l v l l l

g g g g
w w   

由于 (e)d
( ) 0

d

A
A

L
M

t
  F 所以a0。

盘质心加速度： n 2 t   ( 0)B B Ba a l aw   

1.58
6.58 rad/s

0.24

Bv

l
w   

n 2 t   ( 0)
2

C C C

l
a a aw   杆质心C的加速度：

A

B

vB

a

Fx

Fy

P1

P2

w

C
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（4）由质心运动定理求支座约束力。

t t1 2 0  i ix C B Ax

P P
m a a a F

g g
   

得 0 401NAx AyF F ，

n n 2 21 2 1 2
1 2

2
i iy C B Ay

P P P Pl
m a a a l F P P

g g g g
w w      

研究整个系统，受力图如图。
A

B

vB

a

Fx

Fy

P1

P2

w

C

由刚体系的质心运动定理，列方程

所用定理有相对质心的动量矩守恒定理；动能定理；

动量矩定理；质心运动定理。

注意：如果用对积分形式的动能定理求导计算角加速度a，

则必须取杆AB在一般位置进行分析。
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v a

[例]  质量为m 的板置于两个半径为r，质量为 的均质圆柱上，如在

板上作用水平力F，求板的加速度。设接触处都有摩擦，而无相对滑动。
2
m

B

C

A

F

解：用功率方程求解

设任一瞬时板的速度为 v，则圆柱体质心

速度为v/2 ，角速度w= v/2r。

系统的动能

22222

16

11
])

2
)(

22

1
(

2

1
)

2
(

22

1
[2

2

1
mv

r

v
r

mvm
mvT 

主动力的功率之和 P F v Fv  

由功率方程：
d

d

T
P

t


2d 11
( )

d 16
mv Fv

t


m

F
a

11

8
   

此题单求加速度，最简单的方法是动能定理。在十三章达朗贝尔原理
作为习题出现，P347.13-17。用其它方法较麻烦。
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杆作定轴转动，转动到任一位置时的动能为

22222

2
18

1
)

32
(

12

1

2

1

2

1
ww ml

ll
mmlJT O 










在此过程中所有的力所作的功为 jsin
6

1
12 mglmghW 

解法1：用动能定理求运动

以杆为研究对象。由于杆由水平位置静

止开始运动，故开始的动能为零，即T1=0

[例]均质杆质量为m，长为l，可绕距端点l/3的转轴O转动，求杆由水平

位置静止开始转动到任一位置时的角速度、角加速度以及轴承O的约束力。

j
C

O

mg
w

2 21 1
0 sin

18 6
ml mglw j 由

2 1 12T T W   得

2 3
sin

g

l
w j

3
sin

g

l
w j

3
cos

2

g

l
a j

求导
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解法2：用定轴转动微分方程求运动

( )O OJ Ma   F由定轴转动微分方程

0 0

3
d cos d

2

g

l

w j

w w j j 

即

jw

jw
00

2 sin
2

3

2

1

l

g
 所以 jw sin

3

l

g


21
cos

9 6

l
ml mga j得

3
cos

2

g

l
a j即

d d d d

d d d dt t

w w j w
a w

j j
  又

d 3
cos

d 2

g

l

w
w j

j
所以

j
C

O

mg
w

FOy

FOx
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求质心加速度进而求约束力。

质心加速度有切向和法向分量：

at
C

t 3
cos cos

6 2 4
C

l g g
a OC

l
a j j    

n 2 3
sin sin

6 2
C

l g g
a OC

l
w j j    

t n 23
cos sin (1 3sin )

4Cy C C

g
a a aj j j     

t n 3
sin cos sin cos

4
Cx C C

g
a a aj j j j    

将其向直角坐

标轴上投影得

j
C

O

w
a

x

y

aCx

aCy

23
(1 3sin )

4 Oy

mg
F mgj   

3
sin cos

4
Ox

mg
Fj j 

得：

解得：
3

sin 2
8

Ox

mg
F j  2(1 9sin )

4Oy

mg
F j 

由质心运动定理 Cx x Cy yma F ma F    ，

an
C

mg

aCx

aCy
FOy

FOx

j
C

O

w
a
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O

B

A

解1：取单个物体为研究对象。

分别以物块A、B和滑轮为研究对象，受力如图。

由质心运动定理和定轴转动的微分方程，得

21 ( ) (3)
2 A Bmr F F ra    

m1g

FA

a

m2g

FB

a

[例] 物块A和B的质量分别为m1、m2，且 m1＞m2，分别

系在绳索的两端，绳跨过一定滑轮，如图。滑轮的质量

为m，并可看成是半径为r的均质圆盘。假设不计绳的质

量和轴承摩擦，绳与滑轮之间无相对滑动，试求物块A的

加速度和轴承O的约束力。 A

B

O
r

1 1 (1)Am a m g F 

2 2 (2)Bm a F m g 

0 (4)OxF

0 (5)Oy A BF F F mg    
F'BF'A

FOx

FOy

mg

a
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由以上方程联立求解得： 1 2

1 2

2( )

2( )

m m
a g

m m m




 

0OxF 
2

1 2
1 2

1 2

2( )
( )

2( )
Oy

m m
F m m m g g

m m m


   

 

a ra注意到

解2：用动能定理和质心运动定理。以整个系统为研究对象，受力如图，
运动分析如图。系统动能为

2 2 2 2 2

1 2 1 2
1 1 1 1 1( )( ) ( 2 2 )
2 2 2 2 4

vT m v m v mr m m m v
r

     

1 2
1d ( 2 2 ) d
2

T m m m v v  

所有力的元功为
1 2 1 2δ ( ) d ( ) diW m m g s m m gv t    

1 2 1 2
1 ( 2 2 ) d ( ) d
2

m m m v v m m gv t   
由微分形式

的动能定理得

于是可得 1 2

1 2

2( )

2( )

m m
a g

m m m




 

B
A

m1g

v

m2g

v

O

mg

w

FOx

FOy
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于是可得
2

1 2
1 2

1 2

2( )
( )

2( )
Oy

m m
F m m m g g

m m m


   

 

2 1 1 2( )Oym a m a F m m m g    

得 0OxF 

考虑刚体系统的质心运动定理

(e)

i Cix xm a F 

(e)

i Ciy ym a F 

B
A

m1g

a

m2g

a

O

mg

a

FOx

FOy
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解3：用动量矩定理和质心运动定理

解：以整个系统为研究对象，受力如图，

运动分析如图。系统对定轴的动量矩为

2

1 2

1 2

1( )
2

1 ( 2 2 )
2

OL m vr m vr mr

m m m vr

w  

  

1 2 1 2

d1 ( 2 2 ) ( )
2 d

v
m m m r m m gr

t
   

然后按解2的方法即可求得轴承O的约束力。

由 得
(e)d

( )
d

O OL M
t

  F

1 2

1 2

2( )d

d 2( )

m mv
a g

t m m m


 

 

B
A

m1g

v

m2g

v

O

mg

w

FOx

FOy
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解：以圆盘为研究对象，受力如图。

2

12

2

2 0 (2 2 2 )
2

2 0.3431

k
W M mgR R R

M mgR kR

       

  

a

C

A

M

O

w

45°

[例]如图所示，均质圆盘可绕O轴在铅垂面内转

动，圆盘的质量为m，半径为R。在圆盘的质心

C上连结一刚性系数为k的水平弹簧，弹簧的另

一端固定在A点，CA=2R为弹簧的原长，圆盘在

常力偶矩M的作用下，由最低位置无初速地绕O

轴向上转。试求圆盘到达最高位置时，轴承O的

约束力。

M

O

C A

y

xmg

F

FOx

FOy

1 0T 
2 2 2

2

1 3

2 4
OT J mRw w 

2 2 21 3

2 2
OJ mR mR mR  
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2 2 23
2 0.3431

4
mR M mgR kRw   

解得

2

2

4
( 2 0.3431 )

3
M mgR kR

mR
w   

由
2 1 12T T W  得 y

C

A

a

x
M

mg

F

FOx

FOy

O

w

45°

再由定轴转动微分方程得

23 2
(2 2 2 )

2 2
mR M k R R Ra   

解得

2

2

2( 0.5859 )

3

M kR

mR
a



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22( 0.5859 )

3
Cx

M kR
a R

mR
a


   

2 24
( 2 0.3431 )

3
Cya R M mgR kR

mR
w     

cos45Cx Oxma F F 

sin45Cy Oyma F mg F  

代入加速度解得

2
0.1953

3
Ox

M
F kR

R
  

3.667 1.043 4.189Oy

M
F mg kR

R
  

A

y

C

x
M

mg

F

FOx

FO

y

O

45°

由质心运动微分方程得

y
a

w

x

an
C

at
C aCx

aC

y
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解：由于地面光滑，直杆沿水平方向不受力，倒下过程中质心将铅直下落。

杆运动到任一位置 (与水平方向夹角为 )时的角速度为

2

cos

C Cv v

CP l
w


 

此时杆的动能为

2

2

22 )
cos3

1
1(

2

1

2

1

2

1
CCC vmJmvT


w 

初动能为零，此过程只有重力作功，由

)sin1(
2

)
cos3

1
1(

2

1 2

2





l
mgvm C

当 =0°时解出 glvC 3
2

1


l

g3
w

2 1 12T T W  

vA

[例]均质细杆长为l，质量为m，静止直立于光滑水平面上。当杆受微小干

扰而倒下时，求杆刚刚到达地面时的角速度和地面的约束力。

A

C



w

vC

P
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A C

A C

杆刚刚达到地面时受力及加速度如图所示。

杆作平面运动，以A为基点，则C点的加速度为

t n

C A CA CA  a a a a

沿铅垂向下方向投影，得

t (3)
2

C CA

l
a a a 

联立求解方程(1)~(3)，得
1

4
AF mg

a
aC

mgFA

aC

awan
CAaA

at
CA

aA

(1)A Cmg F ma 

21
(2)

2 12
A C

l
F J mla a 

由刚体平面运动微分方程，得
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vD

a

解：整体系统在水平方向上受力为零，所以系
统的动量在水平方向上守恒。设某瞬时三棱柱
的速度和加速度分别为v和a，圆柱体的角速度
是和角加速度分别为w和a。（求圆柱体的动量
需要用O点的绝对速度）

基点法：取圆柱体与三棱柱的接触点D为基
点，分析圆柱体中心O点的速度，如图所示

O D OD D ODv v v rw      v v v ， ，

cosOxv v rw   

0 1 1 2 1 20 ( cos )x x OxP P m v m v m v m v rw          ，

系统动量的水平分量：

由动量守恒定理:

1 0 1 2( cos ) 0x xP P m v m v rw       

[例]图示三棱柱体ABC的质量为m1，放在光滑的水平面上，可以无摩擦
地滑动。质量为m2的均质圆柱体O由静止沿斜面AB向下滚动而不滑动。
如斜面的倾角为，求三棱柱体的加速度。P326，综-16



A

C B

O

D

v

a

w

O

D


vD

vOD

vOx
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FN

两边对时间t求导得

1 2 2( ) cos 0 (*)m m a m ra    

欲求a需先求出a，取圆柱体分析如图所示，由平面运动微分方程得

2

2

1

2
Sm r F ra 

从中解出
2 cos 2 sin

3

a g

r

 
a




2

2

1 2 2

sin 2

3 2 sin

m g
a

m m m






 

2 2( ) sincos Sm mr a g Fa   

( )O OJ Ma   F

2 Ox xm a F  

代入(*)式得

r e cos

cos

Oxa a a

r a



a 

 

 

1 2( cos ) 0m v m v rw     

此式实质就是质心运动定
理在水平线上的投影式

(e)

i C ix ixm a F 刚体系统

O

D


a

x'

y'

ae

ar
FS

m2g

动能定理建立
方程较麻烦。
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[例]均质直杆AB长为2l，质量为m,A端被约束在一光滑水平滑道内。开

始时直杆位于水平位置，由静止释放后，该杆受重力作用而运动。求A

端的约束力。P328，综-28

A

B

A0 B0



x

C

解：系统受力如图，水平方向无外力作用。

质心C 初始静止，因此质心C在水平方向守

恒，其轨迹为铅直线。图示为质心的加速度

和杆的角加速度。由平面运动微分方程有

FN

mgNCma mg F  ①

2

N

1
(2 ) cos

12
m l F la  ②

2个方程3个未知数，必须补充运动学关系。
t n

C A CA CAa a a a  

A

B

C

x



a

aC

aA

w
aA

naCA

aCA
t



方程两边在铅垂轴投影得

t n 2cos sin cos sinC CA CAa a a l l  a  w     ③
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FN

mg

A

B

C

x



vC

vA

w

由动能定理 T2-T1= W12 有

C A CAv v v 

2 21 1
sin

2 2
C Cmv J mglw   ④

vA

vCA



cos cosC CAv v l w  由此可知

vC代入④并化简得
2

2

6 sin

1 3cos

g
l


w





⑤

由②求得 N

3cos
l F

m


a  ⑥

⑤、⑥代入③后再代入①求得

2

N 2 2

4 3sin

(1 3cos )
F mg










或：⑤式两边对时间求导得

2

2 2

3cos (4 3sin )

(1 3cos )
l g

 
a







联立⑥求解

通过速度瞬心列动
能可直接得到⑤式
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前面介绍的动力学普遍定理, 为解决质

点系动力学问题提供了一种普遍的方法。达

兰贝尔原理为解决非自由质点系动力学问题

提供了另一种普遍的方法。这种方法的特点

是：用静力学研究平衡问题的方法来研究动

力学的不平衡问题, 因此这种方法又叫动静

法。由于静力学研究平衡问题的方法比较简

单, 也容易掌握, 因此动静法在工程中被广

泛使用。
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§13-1 达兰贝尔原理

人用手推车 amFF '

力 是由于小车具有惯性，力图保持

原来的运动状态，对于施力物体(人手)

产生的反抗力。称为小车的惯性力。

'F

定义：质点惯性力

加速运动的质点，对迫使其产生加速运动的物体的惯

性反抗的总和。

gF ma 

一、惯性力的概念

[注]  质点惯性力不是作用在质点上的真实力，它是质点对施

力体反作用力的合力。
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非自由质点M，质量m，受主动力F,

约束力F N 作用，由牛顿第二定律有：

质点的达兰贝尔原理

二、质点的达兰贝尔原理

m
F

FN

Fg

aNF F ma+

N ( ) 0F F ma  +

移项得

N g 0F F F +即
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该方程对动力学问题来说只是形式上的平衡，并没有

改变动力学问题的实质。采用动静法解决动力学问题的最

大优点，可以利用静力学提供的解题方法，给动力学问题

一种统一的解题格式。

N g 0F F F +

即：在质点运动的任一瞬时, 作用于质点上的主动

力、约束力和假想加在质点上的惯性力构成形式上

的平衡力系。这就是质点的达兰贝尔原理。
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[例1]   列车在水平轨道上行驶，车厢内悬挂一单摆，当车

厢向右作匀加速运动时，单摆左偏角度，相对于车厢静

止。求车厢的加速度 。a



理论力学 中南大学土木建筑学院 7

g g    (  )F ma F ma  

g0 ,   sin cos 0xF mg F    

角随着加速度 的变化而变化，当 不变时，角

也不变。只要测出角，就能知道列车的加速度 。摆式

加速计的原理。

a a

a

由动静法, 有

tgga解得

选单摆的摆锤为研究对象

虚加惯性力

解：
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[例2] 球磨机的滚筒以匀角速度w 绕水平轴O转动, 内装钢球和需要粉

碎的物料, 钢球被筒壁带到一定高度脱离筒壁, 然后沿抛物线轨迹自由

落下, 从而击碎物料, 如图。设滚筒内壁半径为r, 试求钢球的脱离角。

解：以某一尚未脱离筒壁的钢球为研究对象, 受力如图。钢球

未脱离筒壁前, 作圆周运动, 其加速度为

0a 2wran 

惯性力Fg的大小为

假想地加上惯性力, 由达兰贝尔原理

N g0: cos 0nF F mg F    
O

M r

w




F

FN
mg

Fg2

gF mrw

2

N ( cos )
r

F mg
g

w
 

这就是钢球在任一位置时所受的法

向约束力, 显然当钢球脱离筒壁时,

FN＝0 , 由此可求出其脱离角为
)arccos(

2

g

rw
 
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对整个质点系而言，主动力系、约束力系、惯性力系形

式上也构成平衡力系。其主矢和对任一点的主矩也等于零。

可用方程表示为：

设有一质点系由n个质点组成，对每一个质点，有

N g 0   (  1,2,......,   )  i i iF F F i n   

质点系中每个质点上真实作用的主动力、约束力和虚加

的惯性力形式上构成平衡力系。这就是质点系的达兰贝尔原理。

N g

N g

0

( ) ( ) ( ) 0

i i i

O i O i O i

F F F

M F M F M F

 

 

  

  

  

  

三、质点系的达兰贝尔原理
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对整个质点系来说，动静法给出的平衡方程，只是质

点系的惯性力系与其外力的平衡，而与内力无关。

式中的约束力既有质点系外的约束力(外力)，亦有质点系

内部各质点间相互的约束力(内力)，将质点系真实的受力

按内力和外力划分，并注意到有：

    0)( , 0
)()( i

iO

i

i FMF

( )

g

( )

g

0  

( ) ( ) 0  

e

i i

e

O i O i

F F

M F M F





 

 

 

 
方程简化为

N g

N g

0

( ) ( ) ( ) 0

i i i

O i O i O i

F F F

M F M F M F

 

 

  

  

  

  
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实际应用时，同静力学一样任意选取研究对象，将

方程投影到任意坐标轴上，列平衡方程求解。

称ΣFgi为惯性力系的主矢，ΣMO(Fgi)为惯性力系的主矩。

( )

g

( )

g

0  

( ) ( ) 0  

e

i i

e

O i O i

F F

M F M F





 

 

 

 

即：作用在质点系上的所有外力与虚加在每个质点上

的惯性力在形式上组成平衡力系。这是质点系达兰

贝尔原理的又一表述。
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[例3] 重P长l的等截面均质细杆AB, 其A端铰接于铅直轴AC上, 并以匀

角速度w绕该轴转动,如图。求角速度w与角的关系。

解：以杆AB为研究对象,受力如图。

杆AB匀速转动, 杆上距A点x 的微元段dx

的加速度的大小为
2)sin( wxna

微元段的质量dm＝Pdx/gl。在该微元段

虚加惯性力dFg ,它的大小为

2

gd d sin dn

P
m a

gl

w
 x x   F

dFg
an



w

B

A

C
y

x



B

A

x
P

FAx

FAy

Fg

于是整个杆的惯性力的合力的大小为

2
2

g
0

sin d sin
2

l P P
F l

gl g

w
 x x w   
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设力Fg的作用点到点A的距离为d,由合力矩定理,有

g g
0

( cos ) ( cos )d
l

F b F x   

即

2
2

0

2

sin d
2

3
sin

2

l P

gl
b l

P
l

g

w
 x x

w 



 


假想地加上惯性力,由质点系的达兰贝尔原理

g( ) 0 : cos sin 0
2

A

l
M F b P    F



B

A

x
P

FAx

FAy

Fg

代入Fg的数值,有 0)1cos
3

2
(sin

2

2 w
g

lPl

)
2

3
arccos(

2w


l

g
故有＝0 或
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O

x

y Fgi



d

FTFT

w

O

R

[例4] 已知：m ，R， w。

求：轮缘横截面的张力。

解：取上半部分轮缘为研究对象

2
2

g d d
2 2

i

m mR
F R R

R

w
 w   

 

g T0 sin 2 0y iF F F    

2

T
0

2

1
sin d

2 2

2

m
F R

mR

w  

w









 C

半圆弧
2

C

Ry 




理论力学 中南大学土木建筑学院 15

§13-2   刚体惯性力系的简化

无论刚体作什么运动，惯性力系主矢都等于刚体质量

与质心加速度的乘积，方向与质心加速度的方向相反。

用质点系的达兰贝尔原理求解质点系的动力学问题，

需要对质点内每个质点加上各自的惯性力，这些惯性力也

形成一个力系，称为惯性力系。下面用静力学力系简化理

论，求出惯性力系的主矢和主矩。

以FgR表示惯性力系的主矢。由质心运动定理得：

g g ( )R i i i CF F m a ma     
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由力系简化理论知，主矢的大小和方向与简化中心的位置

无关，主矩一般与简化中心的位置有关。下面就刚体平移、定

轴转动和平面运动讨论惯性力系的简化结果。

一、刚体作平移 a11
Fg1

ai

i
Fgi

C

O

rC

aC
刚体平移时，刚体内任一质点i

的加速度ai与质心的加速度aC相同，

有ai ＝ aC，任选一点O为简化中心，

主矩用MgO表示，有

g g g( ) ( )O O i i i C i i C C C C RM M F r m a m r a m r a r F              

式中，rC为简化中心O到质心C的矢径。若选质心C为简化

中心，则rC＝0，主矩以MgC表示，有
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向质心C简化：

g g( ) ( ) 0C C i i i C i i CM M F r m a m r a         

综上可得结论：平移刚体的惯性力系可以简化为通过质

心的合力, 其大小等于刚体的质量与加速度的乘积,合

力的方向与加速度方向相反。
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二、刚体作定轴转动

如图所示, 具有质量对称面且绕垂直于

质量对称面的轴转动的刚体。其上任一

点的惯性力的分量的大小为

Fgi
n

Fgi


i

O

MgO

ri

w


gi i i i iF m a m r   
n n 2

gi i i i iF m a m rw 

方向如图所示。该惯性力系对转轴O的主矩为

n

g g g( ) ( )O O i O iM M M   F F

由于Fgi
n通过O点, 则有 ΣMO( Fgi

n )= 0, 所以
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若惯性力系向质心C简化，主矩等于什么？

2

g g g( ) ( ) ( )O O i i i i i i i iM M F r m r r m r           F

即
gO OM J  

综上可得结论：定轴转动刚体的惯性力系, 可以简化为
通过转轴O的一个惯性力FgR和一个惯性力偶MgO。力FgR

的大小等于刚体的质量与其质心加速度大小的乘积, 方
向与质心加速度的方向相反，作用线通过转轴；力偶
MgO的矩等于刚体对转轴的转动惯量与其角加速度大小

的乘积, 转向与角加速度的转向相反。
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讨论：

①刚体作匀速转动，转轴不通过质点C 。 2

gRF mew

刚体作匀速转动时, ＝0, 若转轴不过质心, 惯性力系简化
为一惯性力 FgR ＝－maC , 同时力的作用线通过转轴O。
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②转轴过质点C，但0，惯性力偶 （与反向）gC CM J  

转轴通过质心C时, aC＝0, FgR＝0, MgC＝－JC。此时惯性力
系简化为一惯性力偶。
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③刚体作匀速转动，且转轴过质心，则
g g0 , 0R CF M 

（主矢、主矩均为零）
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刚体平面运动可分解为①随质心C的平移

②绕通过质心轴的转动

三、刚体作平面运动（平行于质量对称面）

工程中作平面运动的刚体常有质量对称平面，且平行

于此平面作平面运动。于是其上各质点的惯性力组成的空

间力系，可简化为在质量对称平面内的平面力系。

FgR

C

MgC
aC

w


gC CM J  

gR CF ma 
惯性力系向质心简化得到作用
于质心的一个力和一个力偶。
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gC CM J  

gR CF ma 
惯性力系向质心简化得到作用
于质心的一个力和一个力偶。

综上可得结论：有质量对称平面的刚体，平行于此平面

运动时，刚体的惯性力系简化为在此平面内的一个力和

一个力偶。这个力通过质心，其大小等于刚体的质量与

质心加速度的乘积, 其方向与质心加速度的方向相反；

这个力偶的矩等于刚体对过质心且垂直于质量对称面的

轴的转动惯量与角加速度的乘积, 转向与角加速度相反。
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对于平面运动刚体：由动静法可列出如下三个方程：
( )

( )

( )

0   ,           ( ) 0

0   ,            ( ) 0

( ) 0   ,    ( ) ( ) 0

e

x x Cx

e

y y Cy

e

C C C

F F ma

F F ma

M F M F J 

   

   

   

 

 

 
实质上：

2 2 2
( ) ( ) ( )

2 2 2

d d d
  ,    ,  ( )  

d d d

e e eC C
x y C C

x y
m F m F J M F

t t t


    

按以上方程，动静法体现不出优点，但是虚加惯性力和惯

性力偶后，动静法可以对任意点取矩（二矩式、三矩式）

这正是体现动静法优越性的地方。



理论力学 中南大学土木建筑学院 28

[例5] 均质杆长l ,质量m, 与水平面铰接, 杆由与平面成0角位置

静止落下。求刚开始落下时杆AB的角加速度及A支座的约束力。

解：选杆AB为研究对象， 虚加惯性力系：

根据动静法，有

g
2

R

ml
F 

 g 0  n

R nF ma 
2

g
3

A A

ml
M J


 

0 g

0 g

0

0  ,   cos 0     (1)

0  ,    sin 0     (2)

( ) 0 , cos / 2 0   (3)

A R

n n

n A R

A gA

F F mg F

F F mg F

M F mg l M

 

 





   

   

   

方程(1)、(2)实质就是质心运动定理，方程(3)为定轴转动微分方程。
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单个物体的动力学问题，用动静法或

动力学普遍方程求解区别不大。但是物体系统的动力学问

题，用动静法求解比用动力学普遍方程求解简单得多。

0

3
 cos  

2

g

l
 解方程得：

0 0     sin   , cos  
4

n

A A

mg
F mg F   

特别注意：在画虚加的惯性力系的主矢和主矩时，必

须按照和质心加速度的方向相反以及与角加速度转向

相反(考虑负号)的原则画出。在方程中只需按其数值

的大小代入，不能再带负号！
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根据达兰贝尔原理，以静力学平衡方程的形式来建立动

力学方程的方法，称为动静法。应用动静法既可求运动，

例如加速度、角加速度；也可以求力，并且多用于已知运

动，求质点系运动时的动约束力。

应用动静法可以利用静力学建立平衡方程的一切形式

上的便利。例如，矩心可以任意选取，“平衡方程”可以采

用二矩式、三矩式等。因此当问题中有多个约束力时，应用

动静法求解它们时就方便得多。

达兰贝尔原理的应用
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①选取研究对象：原则与静力学相同。

②受力分析：画出全部主动力和外约束力。

③运动分析：主要是刚体质心加速度，刚体角加速度，

标出方向或转向。

④虚加惯性力：在受力图上画上惯性力和惯性力偶，一定

要在正确进行运动分析的基础上，熟记刚

体惯性力系的简化结果。

应用动静法求动力学问题的步骤及要点：
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⑤列动静法方程：选取适当的矩心和投影轴。

⑥建立补充方程：运动学补充方程（运动量之间的关系）。

⑦求解求知量。

[特别注意]               的方向及转向在受力图中必须按与

质心加速的方向、角加速度的转向相反的原则画出。

在建立方程时，只需按 数值的大小

代入即可，不再考虑负号。

g  ,   gF M

g  ,  C gC CF ma M J  
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[例6]  质量为m1和m2的两重物，分别挂在两条绳子上，绳又分

别绕在半径为r1和r2并装在同一轴的两鼓轮上，已知两鼓轮对于

转轴O的转动惯量为J，系统在重力作用下发生运动，求鼓轮的

角加速度。

取系统为研究对象

解：方法1   用达兰贝尔原理求解
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虚加惯性力和惯性力偶：

g1 1 1 g2 2 2 g  ,    ,  O OF m a F m a M J J    

由质点系的达兰贝尔原理：

1 1 2 2 g1 1 g2 2 g

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2

( ) 0  ,  

0

0

O

O

M F

m gr m gr F r F r M

m gr m gr m a r m a r J



    

    

列补充方程： 代入
上式

得：

 2211   ,  rara 

1 1 2 2

2 2

1 1 2 2

m r m r
g

m r m r J





 
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方法2  用动量矩定理求解

1 1 1 2 2 2

2 2

1 1 2 2

( )

1 1 2 2

     ( )

( )

O

e

O

L m v r m v r J

m r m r J

M F m gr m gr

w

w

  

  

 

1 1 2 2

2 2

1 1 2 2

    
m r m r

g
m r m r J




 
 

根据动量矩定理：

2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

d
  [( ) ]

d
m r m r J m gr m gr

t
w   

取系统为研究对象
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1 1 2 2

2 2

1 1 2 2

  
m r m r

g
m r m r J





 

2 2 2

1 1 2 2

2
2 2

1 1 2 2

1 1 1

2 2 2

   ( )
2

T m v m v J

m r m r J

w

w

  

  

2
2 2

1 1 2 2 1 1 2 2   d      d[ ( )] ( ) d
2

T δW m r m r J m r m r g
w

    由 得

取系统为研究对象，任一瞬时系统的

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

   d d

                     d d

                   d

W m g s m g s

m gr m gr

 (m r - m r )g  



 



 

 



元功

两边除以dt，并求导数，得

方法3   用动能定理求解
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[例7]   在图示机构中，沿斜面向上作

纯滚动的圆柱体和鼓轮O均为均质物

体，各重为P和Q，半径均为R，绳子

不可伸长，其质量不计，斜面倾角，

如在鼓轮上作用一常力偶矩M，

试求：(1)鼓轮的角加速度？

(2)绳子的拉力？

(3)轴承O处的约束力？

(4)圆柱体与斜面间的摩擦力

（不计滚动摩擦）？
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2

g

1

2
O O O O

Q
M J R

g
  

列出动静方程：

( ) 0  ,  0        (1)

0 cos 0              (2)

0 sin  0           (3)

O Q

x O

y O

M F TR M M

F    ,    X T

F    ,   Y Q T





   

  

   

2

g g

1
  ,   

2
A A A

P P
F a M R

g g
 

解：方法1    用达兰贝尔原理求解

取轮O为研究对象，虚加惯性力偶

取轮A为研究对象，虚加惯性力Fg 和惯性力偶MgA如图示。
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列出动静
法方程：

g g

g

( ) 0  ,  sin ' 0     (4)

0   ,   sin 0                      (5)

C A

x

M F P R F R T R M

F T' F F P





    

    

运动学关系： ，
OAOAA RRa         

将MgO，Fg，MgA及运动学关系代入

到(1)和(4)式并联立求解得：

2

2( sin )
  

( 3 )

(3 sin
 

)
 

( 3 )
 

O

M P R
g

Q P R

P M QR
T

Q P R















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代入(2)、(3)、(5)式，得：

(3 sin )
cos     

( 3 )

(3 sin )
sin   

( 3 )

( sin )
 

( 3 )

O

O

P M QR
X

Q P R

P M QR
Y Q

Q P R

P M PR
 F

Q P R










 




  







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方法2  用动力学普遍定理求解
(1)  用动能定理求鼓轮角加速度。

取系统为研究对象

12 sin

         ( sin )

W M PR

M PR

  

 

 

 



2
2

2 1 12    ,     ( 3 ) ( sin )
4

OT T W Q P R C M PR
g

w
      由 得

     )( AO RωRωv 

2

2
22222

2

1

)3(
4

  
22

1

2

1

22

1

)( 

RPQ
g

R
g

P
v

g

P
R

g

Q
T

CT

O
AO 



w
ww

常量

2

2( sin )

( 3 )
O

M PR
g

Q P R









两边对t求导数：            )sin(2)3(
4

1 2
OOO PRMRPQ

g
ww 
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2

2
O

Q
R M TR

g
  

(3 sin )

( 3 )

P M QR
T

Q P R






(3)  用质心运动定理求解轴承O处约束力

取轮O为研究对象，根据质心运动定理：
( )

( )

   ,   0 cos

   ,   0 sin

e

Cx x O

e

Cy y O

ma F X T

ma F Y Q T





  

   

(3 sin ) (3 sin )
cos   ,  sin   

( 3 ) ( 3 )
O O

P M QR P M QR
X Y Q

Q P R Q P R

 
 

 
    

 

(2)  用动量矩定理求绳子拉力

（定轴转动微分方程）

取轮O为研究对象，由动量矩定理得
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(4)  用刚体平面运动微分方程求摩擦力

取圆柱体A为研究对象，

根据刚体平面运动微分方程

       ( )A A A OJ FR   

2

2

1 2( sin ) ( sin )

2 ( 3 ) ( 3 )

A AJ P M PR P M PR
F R g

R R g Q P R Q P R

   
   

 

方法3：用动能定理求鼓轮的角加速度

用达兰贝尔原理求其他力（绳子拉力、轴承O处

约束力和摩擦力）。
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[例8]   均质圆柱体重为P，半径为R，无滑动地沿倾斜平板由静

止自O点开始滚动。平板对水平线的倾角为，试求OA=S 时平

板在O点的约束力。板的重力略去不计。

解：(1)  用动能定理求速度，加速度

圆柱体作平面运动。初始位置时处于

静止状态，故T1=0；在末位置时，设

角速度为w，则vC = R w, 动能为：

P
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2222

2 4

3

22

1

2

1
CC v

g

P
R

g

P
v

g

P
T  w

主动力的功：
( )

12 sinFW PS  

由动能定理 得
( )

2 1 12

FT T W  

 sin
3

4
         sin0

4

3 22
 gSvPSv

g

P
CC

对 t 求导数，则：  sin
3

2
   ,    sin

3

2

R

g
gaC 

(2)  用达兰贝尔原理求约束力

取系统为研究对象，虚加惯性力Fg 和惯性力偶MgC

P
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g

2

g

2
sin    ,

3

1 2
sin sin

2 3 3

C

C

P P
F a

g

P g PR
M R

g R



 

 

 

2
0  , ( sin ) cos 0

3

2
0  ,  ( sin ) sin 0

3

2
( ) 0  ,   sin ( sin ) cos sin 0 

3 3

x O

y O

O O

P
F   X    ,  

P
F  Y P α α    ,

PR P
M F M R PS P R

 

   

   

    

       

列出动静法方程：

sin 2
3

O

P
  X 

22
1 sin )

3
O  Y P(  

cosOM P S 
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[例9]  牵引车的主动轮质量为m，半径为R，沿水平直线轨

道滚动，设车轮所受的主动力可简化为作用于质心的两个力

S、T 及驱动力偶矩M，车轮对于通过质心C并垂直于轮盘

的轴的回转半径为，轮与轨道间摩擦系数为f ,  试求在车轮

滚动而不滑动的条件下，驱动力偶矩M 之最大值。

解：取轮为研究对象，虚加惯性力系。

O

g

2

g

R C

C C

F ma mR

M J m



  

 

 

主矢和主矩的大小分别为：

主矢和主矩按照与质心加速度
及角加速度转向相反的原则画
出，不再考虑负号。
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g

g

0  ,  0                  (1)

0  ,  0                     (2)

( ) 0  , 0  (3)

x R

y

C C

F F T F

F N P S

M F M FR M

   

   

    

由(1)得 gRF mR F T  

得代入所以 (3)       
mR

TF 

由(2)得 N= P +S，要保证车轮不滑动，

必须 F<f N =f (P+S)         (5)

可见，f 越大

越不易滑动。

Mmax的值为上

式右端的值。

R
TR

R
SPfM

22

))((


把(5)代入(4)得：

由动静法，得：

O

2 2

( )    (4)F R T
R R

 
  

2

gC

F T
M FR M FR m

mR



   
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D

B

A

[例10] 如图所示, 均质杆AB的质量m＝40 kg, 长l＝4 m, A点以

铰链连接于小车上。不计摩擦, 当小车以加速度a＝15 m/s2向

左运动时,求D处和铰A处的约束力。

解：以杆为研究对象, 受力如图。

杆作平移,惯性力的大小为

FgR＝ma。假想地加上惯性力系,

则由质点系的达兰贝尔原理

g

( ) 0

cos30 sin 30 0
2 2 2

A

D R

M

l l l
mg F F

 

  

F

于是得 ( cos30 sin30 )DF m g a 

FgR

l

A30°
D

B

h＝1m

a

a

FD

mg

FAx
FAy
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g0 sin30 0x Ax R DF F F F    

0 cos30 0y Ay DF F F mg    

代入数据,解之得：

617.9

357.82

39.47

Ax

Ay

D

F N

F N

F N

 





D

B

A

FgRa

FD

mg

FAx
FAy
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B

C

A B

M

l

C

[例11] 均质杆AB长l, 重W, B端与重G、半径为r的均质圆轮铰接。在圆

轮上作用一矩为M的力偶, 借助于细绳提升重为P的重物C。试求固定端

A的约束力。

解：先以轮和重物为研究对象, 受力如图。

假想地加上惯性力系

2

g

1

2 2
B B

G a Gr
M J r a

g r g
  

gC

P
F a

g


由质点系的达兰贝尔原理

a

M

G

FBx

FBy

MgB



P

g g( ) 0 ( ) 0B B CM M M r P F     F

g
PGr

rPM
a

)2(

)(2






代入FgC和MgB得

FgC
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再以整体为研究对象, 受力如图, 假

想地加上惯性力系

0 0x AxF F  

g0 0y Ay CF F W G P F      

g g

( ) 0

( )( ) 0
2

A

A B C

M

l
m W Gl M M P F l r

 

       

F

FAx

FAy

FgC

B

C

A

a

M

G

MgB

P



WmA

2( )

( 2 )
Ay

M rP
F W G P P

r G P


   



( ) 2
( ) ( )

2 ( 2 ) ( 2 )
A

W M rP rG M
m l G M G l r P

G P r G P

 
     

 

代入FgC和MgB解得

由质点系的达兰贝尔原理

0AxF 
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

O

x

y

C B

A

[例12]质量为m, 长为l的均质直杆AB的一端A焊接于半径为r的圆盘

边缘上, 如图。今圆盘以角加速度 绕其中心O转动。求圆盘开始转

动时,AB杆上焊接点A处的约束力。

解：以杆AB为研究对象,受力如图。

2 2( )
2

C C

l
a a OC r       

将惯性力系向转轴简化,得主矢和主矩

的大小分别为



O
r

A
B

l



mg

aCFg

MgO

FAx

FAy
mA

2 2

g ( )
2

C

l
F ma m r    

2

g

2
2 2 2 2

( )

1 1
( ) ( )

12 4 3

O O CM J J m OC

l
ml m r ml mr

 

 

    

 
    

 
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由质点系的达兰贝尔原理

g0 sin 0x AxF F F    

g0 cos 0y AyF F F mg    

C B

A



mg

aCFg

MgO

FAx

FAy
mA



O

x

y

g g( ) 0 sin 0
2

A A O

l
M m M mg F r      F

2
2

sin

4

r

l
r

 


2

2

cos

2
4

l

l
r

 



将已知数值代入以上三式,解之得

AxF mr
2

Ay

l
F mg m 

21 1

2 3
Am mgl ml  
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

rC

[例13]重P、半径为r的均质圆轮沿倾角为的斜面向下滚动。求轮心C

的加速度,并求圆轮不滑动的最小摩擦系数。

解：以圆轮为研究对象,受力如图,建立如图坐标。

圆轮作平面运动,轮心作直线运动,则

Ca r

将惯性力系向质心简化,惯性力和惯性力偶矩的大小为

g

P
F r

g


2

g
2

P
M r

g




C r

FS

Fg

Mg

FN

P



x

y
aC

则由质点系的达兰贝尔原理

0 cos 0x NF F P    

cosNF P 
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g( ) 0 0C SM F r M   F

解之得

2
sin

3
Ca g  sin

3
S

P
F 

由于圆轮没有滑动,则F≤fN,即

sin cos
3

P
f P  

由此得
1

tan
3

f 

所以,圆轮不滑动时,最小摩擦系数 min

1
tan

3
f 

g0 sin 0y SF P F F    



rC

FS

Fg

Mg

FN

P



x

y
aC
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[例14] 已知两均质直杆自水平位置无初速地释放。求两杆的

角加速度和O、A处的约束力。

解: (1) 取系统为研究对象

A BO

Mg1
Mg2

mg mg

Fg2Fg1

FOy

FOx

BA

O

1 2

g2 1 2( )
2

l
F m l  

2

g2 2

1

12
M ml 

则由质点系的达兰贝尔原理
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(2) 取AB 杆为研究对象

FAy

FAx

Mg2

mg

Fg2

BA

2

l

g

l

g

7

3
,

7

9
21  

方程化简为

g2

0 0

0 0

x Ax

y Ay

F F

F F mg F

  

    

1
0,

14
Ax AyF F mg   
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(3) 取系统为研究对象

Mg1 Mg2

mg mg

Fg2Fg1

FOy

FOx

BA

O

1 2

00

00

21 



 FFmgmgFF

FF

Oyy

Oxx

mgF

F

Oy

Ox

7

2

0




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[例15] 均质杆的质量为m, 长为2l, 一端放在光滑地面

上, 并用两软绳支持, 如图所示。求当BD绳切断的瞬

时, B点的加速度、AE绳的拉力及地面的约束力。

解：以AB杆为研究对象,杆AB作平面运动 , 如

图,以B点为基点,则C点的加速度为

n

C B CB CB

  a a a a

其中
CBa l 

n 2 0CBa lw 

将惯性力系向质心C简化 , 得惯性力Fg＝Fg1＋Fg2 ,

其中Fg1 ＝maB , Fg2 ＝maCB ＝ml 和惯性力偶, 其

力偶的矩为

AE

C

B
x

y

30
o

B

C

A
E

D

30
o

FT

FN

mg

Fg1

Fg2
Mg

aB

aB

a 
CB



2 2

g

1 1
(2 )

12 3
CM J m l ml    

在BD绳切断的瞬时, 受力如图, 建立如图坐标。
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由质点系的达兰贝尔原理

T g1 g20 cos30 0xF F F F     

g20 sin30 0y NF F F mg    

sin30 0 (2)NF ml mg  

T g( ) 0 cos30 sin30 0C NM F l F l M    F

T cos30 0 (1)BF ma ml   

2

T

1
cos30 sin30 0 (3)

3
NF l F l ml   

AE

C

B
x

y

30
o

FT

FN

mg

Fg1

Fg2
Mg
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B

A

30
o

x

以B为基点,则A点的加速度为

n n

A A B AB AB

    a a a a a

其中
n 2 n 20 2 0A A ABa v AE a lw   

将上式投影到x轴上得

0 cos30B ABa a  

2 cos30 (4)Ba l

联立求解（1）~（4）式,得

ggaB
8

33
302sin

4

3
 

3

2 cos30 8

Ba g

l l
  

T

1 3 3

2 16
BF ma mg 

1 13
tan30

2 16
N BF mg ma mg  

aB

aB

a 
CB


a 

A
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A

B

 

r

R

O

[例16]如图所示, 均质杆AB长为 l, 重

为Q, 上端B靠在半径为R的光滑圆弧上

（R=l）,下端A以铰链和均质圆轮中心A

相连, 圆轮重P, 半径为r, 放在粗糙的

地面上, 由静止开始滚动而不滑动。若

运动开始瞬时杆与水平线所成夹角

=450 ,求此瞬时A点的加速度。

raAA 

轮和杆均作平面运动, 将惯性力系分别向质心简化, 则惯性力和惯性

力偶的矩的大小分别为

A

B

 

r

R

O

C

Aa


A



Cxa
 Cya





Ba


解：设系统运动的初瞬时, 圆轮中心的加速度

为 , 角加速度为 ；AB杆的角加速度为 , 质心

C的加速度为 、 。如图。
Aa


A

Cxa


Cya



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gA A

P
F a

g
 2

g

1

2

A
A

aP
M r

g r


gCx Cx

Q
F a

g
 gCy Cy

Q
F a

g


2

g

1

12
C

Q
M l

g


先以整体为研究对象, 受力如图。假想地加上惯性力和惯性力偶, 则

由质点系的达兰贝尔原理

A

B

C

AaA


Cxa

Cya

F


AN
K

BN


P


Q


gAF
gAM

gCyF

gCxF

gCM

0)(  FmK



g

g

g g g

( sin ) cos
2

cos ( sin )
2 2

0

B Cy

Cx

C A A

l
N l r F

l l
Q F r

M F r M

 

 

 

  

    (1)

A

B

 

r

R

O

C

Aa


A



Cxa
 Cya





Ba

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再以AB为研究对象, 受力如图。假想地加上

惯性力和惯性力偶,则由质点系的达兰贝尔原理

0)(  FmA



g g gcos cos sin 0
2 2 2

B Cy Cx C

l l l
N l Q F F M       （2）

AB杆作平面运动,先以B点为基点,则A点的加速度为

n

ABAB

n

BBA aaaaa


 

其中 0
2


R

v
a Bn

B 02  wlan

AB
 laAB 

A



Ba
Aa





ABa
x

其加速度合成矢量图如图所示。将其投影于 轴,得x

  laa ABA cos （3）

A

B

C


Cxa

Cya

AxF

AyF

BN


Q


gCyF

gCxF

gCM
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再以A为基点,则C点的加速度为


CAAC aaa




C 
CAa


Aa


Cxa
 Cya



x



其中 

2

l
aCA  , 加速度合成矢量图如图。

将其投影于 、 轴,得x 

 cos
2

cos
l

aaaa ACAACx  （4）

 sin
2

sin
l

aa CACy  （5）

由式（3）、（4）、（5）可将 、 、 都化为 的函数,即
Cxa Cya Aa

 cos
l

aA

)cos
2

1
1( 2 ACx aa

ACy aa   cossin
2

1
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将其代入式（1）、（2）,并取 , 联立该两方程可解得45

g
PQ

Q
aA

)94(2

3



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静平衡：刚体转轴过质心，则刚体在仅受重力而不受其它

主动力时，不论位置如何，总能平衡。

动平衡：转轴为中心惯性主轴时，转动时不产生附加动约

束力。

二、静平衡与动平衡的概念

§13-3  定轴转动刚体的轴承动反力
静平衡与动平衡的概念

动平衡的刚体，一定是静平衡的；反过来，静平衡的刚体，

不一定是动平衡的。
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[例]  质量不计的刚轴以角速度w匀速转动，其上固结着两个

质量均为m的小球A和B。指出在图示各种情况下，哪些是静

平衡的？哪些是动平衡的？

静平衡： (b)、 (d)动平衡： ( a)
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在第一篇静力学中，我们从静力学公理出发，通过力系

的简化，得出刚体的平衡条件，用来研究刚体及刚体系统的

平衡问题。在这一章里，我们将介绍普遍适用于研究任意质

点系的平衡问题的一个原理，它从位移和功的概念出发，得

出任意质点系的平衡条件。该原理叫做虚位移原理。它是研

究平衡问题的最一般的原理，不仅如此，将它与达兰贝尔原

理相结合，就可得到一个解答动力学问题的动力学普遍方程。
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§14-1 约束及其分类

一、约束及约束方程

限制质点或质点系运动的各种条件称为约束。

将约束的限制条件以数学方程来表示，则称为约束方程。

平面单摆
222 lyx 

例如：

曲柄连杆机构
222

ryx AA 

0  ,  )()( 222  BABAB ylyyxx
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根据约束的形式和性质，可将约束划分为不同的类型，

通常按如下分类：

二、约束的分类

1.几何约束和运动约束

限制质点系在空间几何位置的条件称为几何约束。

如前述的平面单摆和曲柄连杆机构例子中的限制条件

都是几何约束。几何约束方程的一般形式为

当约束对质点系的运动情况进行限制时，这种约束

条件称为运动约束。运动约束方程的一般形式为

0),,,,,,( 111  nnnr zyxzyxf

0),,,,,,,,,,,,,( 111111  nnnnnnr zyxzyxzyxzyxf 
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约束条件不随时间改变的约束为定常约束。

当约束条件与时间有关，并随时间变化时称为非定常约束。

前面的例子中约束条件皆不随时间变化，它们都是定常约束。

2.定常约束和非定常约束

例如：重物M由一条穿过固定圆环的细

绳系住。初始时摆长 l0 , 匀速v拉动绳子。

x2+y2=( l0 -vt )2 约束方程中显含时间 t 

几何约束： Ay r

例如：车轮沿直线轨道作纯滚动时。

0 ( 0)A Av r x r     运动约束：
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在两个相对的方向上同时对质点系限制的约束称为

双面约束。双面约束的约束方程为等式。

只能限制质点系单一方向的约束称为单面约束。单面

约束的约束方程为不等式。

3.双面约束和单面约束

刚杆

x2+y2=l2

绳

x2+y2 l2
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如果在约束方程中显含坐标对时间的导数，并且不可以
积分，这种约束称为非完整约束。

4.完整约束和非完整约束

例如：车轮沿直线轨道作纯滚动， 是微分方程，

但经过积分可得到 ，该约束仍为完整约束。

0  rxA

CrxA  

几何约束或约束方程能够积分的运动约束称为完整约束

本章只讨论质点系受定常、双面、完整约束的情况，

其约束方程的一般形式为（s为质点系所受的约束数目，

n为质点系的质点个数）

),,2,1(            

    0),,;;,,( 111

sr

zyxzyxf nnnr








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自由质点在空间的位置：（ x, y, z )             3个

自由质点系在空间的位置：( xi , yi , zi )  (i=1,2……n)   3n个

对非自由质点系，受s个完整约束，（3n-s )个独立坐标。

其自由度为 k=3n-s 。

确定一个受完整约束质点系的位置所需的独立参数的

数目，称为该质点系的自由度的数目，简称为自由度。

前述曲柄连杆机构例子中, 确定曲柄连杆机构位置的四个

坐标xA、yA、xB、yB须满足三个约束方程,因此有一个自由度。

三、自由度和广义坐标



理论力学 中南大学土木建筑学院 9

一般受到s个约束、由n个质点组成的质点系，其自由度为

snk  3

通常，n 与 s 很大而k 很小。为了确定质点系的位置，

用适当选择的k 个参数（相互独立），要比用3n个直角坐

标和s个约束方程方便得多。

用来确定质点系位置的独立参数，称为广义坐标。

广义坐标的选择不是唯一的。广义坐标可以取线位移

（x, y, z, s 等）也可以取角位移（如 , ,  ,  等）。在完

整约束情况下，广义坐标的数目就等于自由度数目。
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0  ,   sincos

sin   ,   cos

222 



BB

AA

yrlrx

ryrx





广义坐标选定后，

质点系中每一质点的直

角坐标都可表示为广义

坐标的函数。

例如：曲柄连杆机构中，可取曲柄OA的转角为广义坐标，则：
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22
12

2
12

22

1

2

1

2211

)()(

   

),( , ),(

byyxx

ayx

yxyx





两个自由度

取广义坐标，





coscos   ,  sinsin

cos  ,  sin

22

11

baybax

ayax





例如：双锤摆。设只在铅直平面内摆动。



理论力学 中南大学土木建筑学院 12

一般地，设有由n个质点组成的质点系，具有k个自由

度，取q1、q2、……、qk为其广义坐标，质点系内各质点的

坐标及矢径可表为广义坐标的函数。

),,,(

),,,(

),,,(

),,,(

21

21

21

21

kii

kii

kii

kii

qqqrr

qqqzz

qqqyy

qqqxx

















),,2,1( ni 
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§14-2 虚位移和虚功

某瞬时，质点系中的某质点发生的为约束所允许的、

任意的无限小位移，称为该质点（在该瞬时）的虚位移。

虚位移可以是线位移，也可以是角位移。通常用变分符

号表示虚位移。

M

一、虚位移
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虚位移与真正运动时发生的实位移不同

①实位移是在一定的力作用下和给定的初始条件下运动而

实际发生的；虚位移是在约束容许的条件下可能发生的。

②实位移具有确定的方向，可能是微小值，也可能是有限值；

虚位移则是微小位移，视约束情况可能有几种不同的方向。

③实位移是在一定的时间内发生的；虚位移只是纯几何的概

念，与时间无关，静止的质点系没有实位移，但可有虚位移。

在定常约束下，微小的实位移必

然是虚位移之一。而在非定常约束下，

微小实位移不再是虚位移之一。
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受定常约束的非自由质点系中各质点的虚位移之间存

在着一定的关系, 确定这些关系通常有两种方法：

（注意：在定常约束下，微小的实位移必然是虚位移之一）

(一) 几何法：定常约束的条件下，真实位移是虚位移中的

一个。因此可以用求实位移的方法来求各质点虚位移之间

的关系。由运动学知，质点的实位移与速度成正比，即

因此可以用分析速度的方法分析各点虚位移之间的关系。这

种方法又称虚速度法。

即各质点虚位移之比等于各质点速度之比。

d dr v t 
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由于AB作平面运动，由速度投影定理

  )sin()(90coscos   AAB vvv 









cos

)sin( 


A

B

A

B

v

v

r

r

或者，由于 为AB的瞬心，故C

A B B

A

v v v BC

AC BC v AC
 即

由正弦定理

sin( ) sin(90 ) cos

BC AC AC

   
 

 

同样可得
sin( )

cos

B B

A A

r v BC

r v AC

  

 


  

O

A

B

Ar



Br





 

C
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(二) 解析法：质点系中各质点的坐标可表示为广义坐标的函数

（ q1,q2,……,qk），广义坐标分别有变分 ，各

质点的虚位移 在直角坐标上的投影可以表示为

kqqq  ,,, 21 

ir

k
k

iii
i

k
k

iii
i

k
k

iii
i

q
q

z
q

q

z
q

q

z
z

q
q

y
q

q

y
q

q

y
y

q
q

x
q

q

x
q

q

x
x





























































2
2

1
1

2
2

1
1

2
2

1
1

),2,1( ni 
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解析法是利用对约束方程或坐标表达式进行变分以求出

虚位移之间的关系。例如

),( AA yxA

),( BB yxB

 x

y

O

Ay

Bx
l

椭圆规机构如图，坐标xB ， yA有约束方程:

222 lyx AB 

对上式进行变分运算得

022  AABB yyxx 

tgB A

A B

x y

y x





   
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),( AA yxA

),( BB yxB

 x

y

O

Ay

Bx
l

因为 coslxB  sinlyA 

作变分运算

 sinlxB   coslyA 

所以 tgB

A

x

y





 

比较以上两种方法，可以发现，几何法直
观，且较为简便，而解析法比较规范。

或者把坐标xB， yA有表示成的函数，也可求出虚

位移间的关系。

由上式可知，0，即杆AB顺时钟转

动。B点虚位移向左，A点虚位移向上。
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解：此为一个自由度系统，取

OA杆与x 轴夹角为广义坐标。

1.几何法

[例1]  分析图示机构在图示位置时，

点C、A与B的虚位移。

(已知 OC=BC= a， OA=l )









sin2

1

sin2




a

a

PB

PC

r

r

l

a

r

r

B

C

A

C

P为BC杆的速度瞬心



理论力学 中南大学土木建筑学院 21

将C、A、B点的坐标表示

成广义坐标的函数，得

cos  ,  sin

cos   ,  sin

2 cos  ,  0

C C

A A

B B

x a y a

x l y l

x a y

 

 



 

 

 

2.解析法

对广义坐标求变分，得各点

虚位移在相应坐标轴上的投影：

0  ,sin2

cos  ,sin

cos  ,sin







BB

AA

CC

yax

lylx

ayax







设OA有虚位移，可按几何法
求出各点虚位移及其投影

 sin2sin2

cos  ,sin

cos  ,sin

  ,









arrx

lylx

ayax

lrar

CBB

AA

CC

AC








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力F 在其作用点发生的虚位移r上所作的功称为虚功，

记为W。

二、虚 功

M

F


r





W F r    或 rFW  cos

①以几何法表示的虚功

x y zW F x F y F z     

②以解析法表示的虚功

显然，虚功也是假想的，它与虚位移是同阶无穷小量。

三、理想约束

如果在质点系的任何虚位移上，质点系的所有约束力的

虚功之和等于零，则称这种约束为理想约束。
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理想约束的典型例子如下：
2、光滑铰链

1、光滑支承面

3、无重刚杆

4、不可伸长的柔索

5、刚体在粗糙面上的纯滚动

N N( ) 0CW F F r    

N N 0
i iW F r    质点系受理想约束的条件：
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§14-3  虚位移原理

一、虚位移原理

具有定常、理想约束的质点系，平衡的必要与充分条件是：

作用于质点系的所有主动力在任何虚位移上所作的虚功之和等

于零。即

或用解析式表示为：

  0)( iziiiyiix zFyFxF 

0 ii rF

 0cos  iii rF 

即

几何法和解析法也可联合应用。

这些方程统称为虚功方程
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证明：(1) 必要性：即质点系处于平衡时，必有  0ii rF 

∵质点系处于平衡 ∴选取任一质点Mi也平衡。

N 0
iiF F 

对质点Mi 的任一虚位移 ，有ir N( ) 0
ii iF F r  

N 0
ii ii

F r F r     

由于是理想约束 N 0
i iF r 

  0ii rF 所以

对整个质点系：
N( ) 0

ii iF F r  
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(2) 充分性：即当质点系满足 ，质点系一定平衡。  0ii rF 

若 ，而质点系不平衡，则至少有第i个质点不平衡。  0ii rF 

在 方向上产生实位移 ，取 ，则iRF d ir di ir r 

N( ) 0
ii i Ri iF F r F r     

N( ) 0
ii iF F r  对质点系

  0  ii rF  与前题条件矛盾

故 时质点系必处于平衡。  0ii rF 

N      0
ii RiF F F  

理想约束下 N 0
i iF r 
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二、虚位移原理的应用

1. 系统在给定位置平衡时，求主动力之间的关系；

2. 求系统在已知主动力作用下的平衡位置；

3.求系统在已知主动力作用下平衡时的约束力；

4.求平衡构架二力杆的内力。
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[例2]  图示椭圆规机构，连杆AB长l，杆重和滑道摩擦

不计，铰链为光滑的，求在图示位置平衡时，主动力大

小P和Q之间的关系。

求主动力之间的关系
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1、几何法：使A发生虚位移 ，

B的虚位移 ，则由虚位移原理，

得虚功方程：

Ar

Br

0)tg   ArQ(P 

由 的任意性，得Ar  tgQP

0 BA rQrP 

       tg     cossin        ABBA rrrr而

解：研究整个机构。系统的所有

约束都是完整、定常、理想的。
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2、解析法 由于系统为单自由度，

可取为广义坐标。





cos  , sin

sin  ,  cos

lylx

lylx

AB

AB





由于 任意，故  tgQP

0)sincos(   lQP

虚功方程为： 0Ay A Bx BF y F x  

 , 0 BA xQyP 即

解析法计算虚功不
要另外考虑功的正
负，功的正负由解
析式自动计算得出。
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[例3] 图示机构中，已知OA=AB=l， ，

如不计各构件的重量和摩擦，求在图示位置平衡

时主动力 与 的大小之间的关系。P


Q


AOB

解1：以系统为研究对象，受的主动力
有 、 。给系统一组虚位移如图。P


Q


由虚功方程 0 ii rF

 ，得

0cos  BA rQrP 

AB作平面运动，瞬心在 点，则C

2 sin
2sinB B

A A

r v BC l

r v AC l

 



   

O

A

B





P


Q


Br




Ar




C
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0)sin2cos(  ArQP 

由于 ，于是得0Ar

2 tgP Q 

O

A

B





P


Q


Br




Ar




C

亦可由速度投影定理求虚位移之间的关系：

由速度投影定理  2sincos AB vv 

将 代入 得2sinB Ar r  0cos  BA rQrP 





sin2

A

B

A

B

v

v

r

r
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O

A

B





P


Q


Br




Ar




解2：解析法。建立如图坐标。

x

y

因为 sinlxA  cos2lyB 

对上两式作变分，得

 coslxA   sin2lyB 

由 ( ) 0xi i yi i zi iF x F y F z      ，得

即 0)sin2)((cos)(   lQlP

由于 ，于是得0 2 tgP Q 

0Ax A By BF x F y  
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[例4]  图示机构中，当曲柄OC绕轴摆动时，滑块A沿曲

柄自由滑动，从而带动杆AB在铅垂导槽K内移动。已知

OC=a，OK=l，在C点垂直于曲柄作用一力Q，而在B点沿

BA作用一力P。求机构平衡时，力P与Q的关系。

O x

y

P


Q


A

B

K

C

a





Cr




Ar



er




rr




l
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解1：（几何法）以系统为研
究对象，受的主动力有P、Q 。给
系统一组虚位移如图。

其中
reA rrr

 

由虚位移原理 0 ii rF

 ，得

0 CA rQrP 

式中  arC  





2coscos

lr
r e

A 

故有 0
cos2

 


Qa
l

P 由于 ，于是得0

P
a

l
Q

2cos


O x

y

P


Q


A

B

K

C

a





Cr




Ar



er




rr




l
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主动力作用点的坐标及其变分为

主动力在坐标方向上的投影为

解2   解析法:建立如图坐标。

AyF P sinCxF Q  sinCyF Q  

O
x

y

P


Q


A

B

K

C
a



l

tgAy l  



2cos

l
yA 

cosaxC   sinaxC 

sinayC   cosayC 

由 ( ) 0xi i yi i zi iF x F y F z     
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亦即 0
cos 2

 


Qa
l

P

由于 ，于是得0

P
a

l
Q

2cos
 O

x

y

P


Q


A

B

K

C
a



l

即 0Ay A Cx C Cy CF y F x F y    

0cos)cos()sin(sin
cos2

 


aQaQ
l

P得
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解3：综合法。

本题用解析法计算 力的虚功，
用几何法计算 力的虚功，此时虚功
方程可以写为

P


Q


0Ay A CF y Q r   

( tg ) 0CP l Q r   

即 0
cos2

 


Qa
l

P 可得同样的结果。

O
x

y

P


Q


A

B

K

C
a



l

代入上式，得

将
AyF P tgAy l   arC ， ，

解析法中，广义坐标的增量总是取增大的方向。

本例中取为增大的方向，即为逆时钟转向。
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[例5] 滑套D套在光滑直杆AB上，并带

动杆CD在铅直滑道上滑动。已知=0o

时，弹簧等于原长，弹簧刚度系数为

5(kN/m)，求在任意位置（ 角）平衡

时，加在AB杆上的力偶矩M ？

解：这是一个已知系统平衡，求作用于系统上主动力之

间关系的问题。特别要指出的是，系统中若有弹簧，必

须解除弹簧约束，将一对弹性力计入主动力，系统简化

为理想约束系统，才可以用虚位移原理求解。
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A

B

设质点系内A、B之间有刚度系数为k，原长为l0的弹簧连接。

由固定点O向A、B作矢径，这

一对弹性力的虚功之和记为Wk

O

Ar Br

解除弹簧约束，代之以一对弹性力。

F 
F

e

则弹性力分别为：

0( )ABF k r l e  
0( )ABF k r l e  

其中：rAB为弹簧现长；

为由A指向B的单位矢量。e

k A B A BW F r F r F r F r            所以

( )B A ABF r r F r     

0( ) ( )AB ABk r l e r e   

0( )AB ABk r l r 

这时不要再考虑

虚功Wk的正负。
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选择AB杆、CD杆和滑套D的系统为研究对象。

0 0.3(1 sec )   BDr l   由虚位移原理：

)mkN(    
cos

)cos1(sin
45.0

3








M

0BDM F r  

00  600 300 300(mm)l    ，

  0.3sec  t 0BDr g    

表明BD距离减小，弹性力作负功。

0

300
 600

cos
BDr l


       ， ，   角时

弹簧压缩，
受力见图。

1.5(sec 1)(0.3sec  tg ) 0M      所以

0 1.5(sec 1)BDF k r l    弹性力的大小为

0( )k BD BDW k r l r   或：弹性力的虚功为

1.5(sec 1)(0.3sec  tg )     
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求系统的平衡位置

A

B

C

D EW



aa

b b

[例6] 图示平面机构，两杆长度相等。在B点挂有重W的重
物。D、E两点用弹簧连接。已知弹簧原长为l，弹性系数
为k，其它尺寸如图。不计各杆自重，求机构的平衡位置。
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解：以系统为研究对象，解除弹簧约
束，代之弹性力。建立如图的坐标。

主动力作用点的坐标及其变分为

系统受力有主动力 ，以及非
理想约束的弹性力 和 ，将其视
为主动力。弹簧现长为

W


F


F 


  2 cosDEr b 
A

B

C

D E
W


 F


F

 x

y

b b

2 cosF k k b l   

弹性力的大小为

sin)( bayB 

  2 cosDEr b 

变分

运算

 cos)( bayB 

  2 sinDEr b  



理论力学 中南大学土木建筑学院 44

A

B

C

D E
W


 F


F

 x

y

( )cos (2 cos ) 2 sin 0W a b k b l b       

因 ，故0

( )
tg

2 (2 cos )

W a b

kb b l









由虚功方程得：

[ ( ) ] 0By B DE DEF y k r l r    

 cos)( bayB    2 sinDEr b  代入 得

( ) [ ( ) ] 0B DE DEW y k r l r     即
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解1：静定结构必须

要解除约束才可能

有虚位移。将支座

B 去掉，代入相应

的约束力FB ,并使结

构发生图示虚位移。

1 1 2 0B B CP r F r P r m       

1
1 2   C

B

B B B

rr
F P P m

r r r

 

  
   

[例7]  多跨静定梁，

求支座B处约束力。

求静定结构的约束力
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96

11

8

11

12

11

12

1

6

1

4
 

 ,  
8

11
  ,  

2

1
                   1





B

C

B

E

B

G

B

B

C

B

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r























而

1 2

1 11 11
    

2 8 96
BF P P m   

1
1 2   C

B

B B B

rr
F P P m

r r r

 

  
   
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0)]([   mFM ACA

1 2(8 4 11 ) 0BF P P m    

由几何关系得：  63,611 

 12611 所以

代入虚功方程可得同样的结果。

解2：结构发生图

示虚位移。将各刚

体上的力系的向本

刚体上不动的点简

化，由简化理论及

虚位移原理可得：
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33 1 22 4

A B
C

D
E

2P


1P


q

[例8]  图示多跨静定梁，试求A端处约束力偶及铅垂约束力。

已知：P1=80kN，P2=60kN，q=10kN/m。长度单位为m。

解：（1）求A端约束力偶

以梁为研究对象，解除A处限制转动的约束，代之以相

应的约束力偶矩MA ，并视为主动力。给系统一组虚位移，

如图所示。
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2

1 2( 3 ) ( 2 ) ( 4 ) 0
2

A

q
M P P       

由虚位移原理有

[ ( )] [ ( )] [ ( )] 0A AB C BD E DEM F M F M F       

A
B

C D
E

2P


1P


qAM

3r



Dr



2r



1r



Br



 

3 3 1 2

2 4

由几何关系得： 6 3 , 2 4    

2

1 2( 3 )( ) ( 2 ) ( 4 )( ) 0
2 2 2

A

q
M P P

 
     所以
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0  故有 1 23 4 8 400kN mAM P P q    

（2）求A处铅垂约束力

33 1 22 4

A B
C

D
E

2P


1P


q

由虚位移原理有

[ ] ( ) [ ( )] [ ( )] 0y AB A C BD E DEF r M F M F        

解除A处铅垂的约束，代

之以相应的约束反力FAy，

并视为主动力。给系统一

组虚位移，如图所示。 A B C

D
E

2P


1P


q

AyF

Ar




1r


 Br






Dr




2r






由几何关系得： 3 , 2 4Ar    
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于是有
1 2

2 4
( ) 0

3 3
AyF P P q    

0  故有 1 2

2 4
106.7kN

3 3
AyF P P q   

3 , 2 4Ar    
A B C

D
E

2P


1P


q

AyF

Ar




1r


 Br






Dr




2r




3 3 1 2

2 4

[ ] ( ) [ ( )] [ ( )] 0y AB A C BD E DEF r M F M F        

2

1 2( )( 3 ) (2 ) ( 4 )( ) 0
2 2

Ay

q
F P P


       

所以，虚功方程为
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[例9] 求图示静定刚架支座D处的水平约束力。

F

m5

m5

A B

C

D

解：以刚架为研究对象，

解除D处的水平约束，代之以

相应的约束力FDx ，并视为主

动力。给系统一组虚位移，

如图所示。

由虚位移原理有

cos 0Dx D EF r F r   

DxF

F

A B

C

DP

E



Er



Dr




Cr




Br




Ar




由运动学关系
CD rr  
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于是支座D的水平约束力为
1

2
DxF F

0 cosDr PE AE  且 故 0Dx

AE
F F

PC
 

于是有 ( cos ) 0Dx D

PE
F F r

PC
  

C E
r r

PC PE

 


E C D

PE PE
r r r

PC PC
   

DxF

F

A B

C

DP

E



Er



Dr




Cr




Br




Ar


代入虚功方程

cos 0Dx D EF r F r   
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[例10]   求图示桁架杆1和杆2的轴力。

a

h

h

h

1P


3P


2P


1

2



1P


3P


2P




1S 


1S


r




3r




2r




1r




解：以桁架为研究对象，解除1杆

的约束，代之以相应的约束力，并视

为主动力。给系统一组虚位移，如图

所示。由虚位移原理有:

0cos1332211  rSrPrPrP 

由几何关系得 rrrr   321

0)cos( 1321  rSPPP 

0r 于是得

)(
cos

321

22

321
1 PPP

a

haPPP
S 









求桁架杆件及合结构的轴力
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a

h

h

h

1P


3P


2P


1

2



解除2杆的约束，代之以相应的约
束力，并视为主动力。给系统一组虚
位移，如图所示。

由虚位移原理有

0cos22211  rSrPrP 

由几何关系得

1P


3P


2P




2S 
2S

 r



2r




1r







 hr 21   hr 2

 22 ahr 
22

cos
ah

a




0)2( 221  aShPhP

0 于是得

a

hPP
S

)2( 21
2



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[例11]  组合构架如图所示。已知P =10KN，不计构件
自重,求1杆的内力。

2m 2m 2m 2m

2m

A
C B

P

1
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解:截断1杆代之内力S1和S`1且S1= S`1 =S，画虚位移图。

B为BC的瞬心。

利用虚位移图得:

rC = (AC)1 = (BC)2 1 = 2 = 

A

rC

1 2

P

2m 2m 2m 2m

2m

C B

1

S1 S´1
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= 5 KN
2

P
S 

由虚位移原理得:

1 2[ ( )] [ ( )] 0A AC B BCM F M F    

A

rC

1 2

P

2m 2m 2m 2m

2m

C B

1

S1 S´1

1 2( 2 ) (2 2 ) 0S P S    即
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以不解除约束的理想约束系统为研究对象，系统至少

有一个自由度。若系统存在非理想约束，如弹簧力、摩擦

力等，可把它们计入主动力，则系统又是理想约束系统，

可选为研究对象。

若要求解约束力，需解除相应的约束，代之以约束力，

并计入主动力。应逐步解除约束，每一次研究对象只解除

一个约束，将一个约束力计入主动力，增加一个自由度。

应用虚位移原理求解质点系平衡问题的步骤和要点：

1.正确选取研究对象；
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2.正确进行受力分析；

画出主动力的受力图，包括计入主动力的弹簧力、摩擦

力和待求的约束力。

3.正确进行虚位移分析，确定虚位移之间的关系；

4.应用虚位移原理建立方程；

5.解虚功方程求出未知数。
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解：这是一个具有两个自由度的系

统，取角及为广义坐标，现用两

种方法求解。

[ 例12]  均质杆OA及AB在A点用铰连接，并在O点用铰支

承，如图所示。两杆各长2a和2b，各重P1及P2，设在B点加

水平力F 以维持平衡，求两杆与铅直线所成的角及。

y
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应用虚位移原理，

)(      021 axFyPyP BDC  

代入(a)式，得：

0)cos2sin()cos2sin2sin( 221   bFbPaFaPaP

解法一：









cos2cos2  ,  sin2sin2      

sinsin2      

 ,  coscos2      

sin   ,   cos   

baxbax

bay

bay

ayay

BB

D

D

CC







而
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由于 是彼此独立的，所以：  , 

0cos2sin

0cos2sin2sin

2

21









bFbP

aFaPaP

221

2
     tg,     

2

2
tg

P

F

PP

F



 

由此解得：

1 2 2( sin 2 sin 2 cos ) ( sin 2 cos ) 0Pa P a F a Pb F b            
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0sincos 2   DB rPrF

而  brbr DB     ,   2

代入上式，得

22

22
tg

P

F

bP

bF












解法二：

先使保持不变，而使获得变分 ，得到系统的一

组虚位移，如图所示。


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再使保持不变，而使获得变分 ，得到系统的另

一组虚位移，如图所示。



0sinsincos 21   DCB rPrPrF

而





arrr

ar

ADB

C

2

,   





代入上式后，得：

  
2

2
tg

21 PP

F




0)sin2sin2cos( 21   aPaPaF

BDA rrr  图示中：
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